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El presente trabajo aborda el problema de control de seguimiento de trayectorias del cuadri-
rrotor bajo la presencia de perturbaciones externas e incertidumbres paramétricas. Se propone el
diseño de algoritmos de control y observación para el cuadrirrotor basándose en técnicas de con-
trol no lineal por Modos Deslizantes, ya que brinda ventajas como: robustez ante incertidumbres
paramétricas, perturbaciones externas acotadas y dinámicas no modeladas; así como convergen-
cia en tiempo finito y estabilidad asintótica.
El cuadrirrotor es uno de los vehículos aéreos no tripulados(VANT) de pequeña escala mas
populares en la actualidad. Este encuentra un propósito dentro de una amplia cantidad de apli-
caciones tales como entretenimiento, fotografía, investigación, generación de mapas, entre otras.
Por lo tanto, es necesario desarrollar algoritmos de control efectivos que garanticen el desempeño
durante la ejecución de dichas tareas.
Se propone la implementación de Controles por Modos Deslizantes Super Twisting Adaptati-
vos basados en Observadores de Alto Orden por Modos Deslizantes para una clase de sistemas no
lineales. Utilizando las herramientas de la teoría de Lyapunov, se proporciona un análisis de es-
tabilidad donde se brindan condiciones de suficiencia para garantizar la convergencia en tiempo
finito del sistema en lazo cerrado con el esquema control-observador propuesto.
VII
Finalmente, se brinda un estudio comparativo para dar validez al esquema de interés frente
a otros métodos de control no lineal basados en observador de estados, donde se evaluaron los
desempeños de los esquemas estudiados con la finalidad de alcanzar el objetivo de control y con-
servar la energía.
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1.1. Vehículos Aéreos No Tripulados
En las ultimas décadas, el interés en los vehículos aéreos no tripulados (VANT) cuadrirrotores
ha crecido de forma exponencial dentro de áreas de investigación como control, eléctrica y mecá-
nica. Esta popularidad puede ser atribuida a las ventajas que nos brinda tales como alta manio-
brabilidad, despegue y aterrizaje vertical (VTOL), bajo costo, simplicidad mécanica y la capacidad
de volar en todas direcciones. debido a estas ventajas, han sido implementados en muchas aplica-
ciones tales como misiones de rescate y reconocimiento, monitoreo, vigilancia, cartografía, entre
otras.
Un Vehículo Aéreo No Tripulado (también conocido como dron) se define como una máquina
de vuelo que no cuenta con un operador o pilotos abordo, el cual puede ser controlado remo-
tamente por un piloto en una estación de control en tierra, o puede volar de forma autónoma
basado en un algoritmo de vuelo pre-programado, o por sistemas dinámicos con automatización
mas compleja y pueden llevar una carga letal o no letal [2].
Sin embargo, debido al su pequeño tamaño, la estabilidad durante el vuelo se ve afectada
por perturbaciones externas inevitables e incertidumbres paramétricas afectan el desempeño del
1
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vehículo. Aunado a esto, el cuadrirrotor es un sistema altamente no lineal, subactuado y existe un
fuerte acoplamiento entre ecuaciones. Es por eso que se requiere de sistemas de control robustos
que permitan realizar un seguimiento preciso de las trayectorias deseadas. Por Ejemplo, la altitud
se ve afectada por varios factores como los efectos de las dinámicas de rotación, variación de peso,
ráfagas de viento y ruido en las mediciones. Es por tal motivo que en esta tesis se propone el uso de
esquemas de control-observador para dar solución al problema de control de vuelo seguimiento
de trayectorias de un cuadrirrotores.
1.1.1. Historia
Los primeros registros que se tienen de los drones datan del año 425 a.C. Este dato se acredita
a Arquitas de Tarantas, quien construyo un autómata en forma de pichón de madera, bien ba-
lanceado, capaz de volar usando aire (algún tipo de vapor) encerrado al interior de su estómago.
Se dice que el ave de Arquitas voló cerca de 200 m antes de caer al suelo, una vez que la energía
fue consumida. El pichón no podía volar de nuevo, a menos que el mecanismo fuera restableci-
do [3] [4].
Durante la misma era, en algun lugar de China, cerca de los años 400 A.C. los chinos fueron los
primeros en documentar la idea de una aeronave de vuelo vertical. La primera versión consistía
de alas al final de un palo. Se hacia girar el palo entre las manos para generar empuje suficiente
antes de salir en vuelo libre.
Varios siglos mas tarde, Leonardo Da Vinci, en 1483, diseñó una aeronave capaz de mantener-
se en vuelo estable, llamado tornillo aéreo o giroscopio de aire. La idea era hacer girar un eje, y si
se aplicaba la suficiente fuerza, la máquina podía girar y volar. Esta máquina es consideradas por
algunos expertos como el precursor del helicóptero moderno [3].
En 1916, menos de 15 años después del histórico vuelo de los hermanos Wright, se mostró la
primera aeronave no tripulada moderna. Desarrollaron un giroscopio que estabilizaba el cuerpo
del avión, para desarrollar el piloto automático. Esto es conocido como el principio del control de
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altitud, y la aeronave fue llamada Hewitt-Sperry en honor a los dos inventores que lo diseñaron.
Un año mas tarde, durante la primera guerra mundial fue introducido el primer VANT, registrando
una amplia participación de la milicia estadounidense con vehículos no tripulados. Esos primeros
drones eran muy poco confiables e imprecisos. Al mismo tiempo, su utilidad, su habilidad para
influir sobre el campo de batalla, y su impacto en general en las aplicaciones militares no fue re-
conocido por la mayoría de los líderes militares y políticos. Mientras tanto, en Gran Bretaña, en la
década de 1920, se desarrolló la aeronave no tripulada RAE 1921 Target: y en 1933, la Marina Real
Utilizo el Qeen Bee Target [3, 5–7].
El principal enfoque sobre los VANT que apoyaba el así llamado "tres D’s"(es decir, misiones
aburridas, sucias o peligrosas, en las cuales las operaciones con pilotos humanos serían una des-
ventaja o de alto riesgo) destacaron el nicho natural para los VANT. Durante la guerra fría, se me-
joraron las capacidades de reconocimiento y orientación. Esto atrajo la atención de la comunidad
científica en la utilización de VANTs para misiones científicas, en las cuales las aeronaves sin pilo-
to proporcionaban ventajas similares y mitigaban los riesgos [8]. A pesar de que los VANTs fueron
utilizados en Vietnam, no fue hasta después de la Operación Tormenta del Desierto (1991) y el
conflicto en la Península Balcánica, a principios de los 90’s, cuando el interés en los VANTs ganó
ímpetu. En esta misma década, el programa de Investigación Ambiental en Tecnología de Aerona-
ves y Sensores (ERAST) marcó un gran paso hacia el desarrollo de protocolos y capacidades para
el empleo de los VANTs apoyando la investigación científica. Sin embargo, el registro militar de
la mayoría de los sistemas de aeronave no tripulado dio lugar a una dicotomía en la naturaleza
de la mayoría de los sistemas: Los VANTs capaces de llevar potentes y precisos sensores tendían a
ser grandes y muy costosos, mientras que las pequeñas plataformas carecían de cargas útiles para
entregar información precisa [7] [8].
Además, esto propicio a la miniaturización de los VANT’s a finales de los 90’s, donde se obser-
varon numerosos esfuerzos por parte de pequeñas organizaciones para desarrollar o modificar los
VANT’s a medida que su propia investigación lo requería. Esto no solo redujo las limitaciones de
las tareas de los drones en la milicia, sino que expandió sus alcances a aplicaciones comerciales
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relacionadas a la agricultura, actividades científicas y recreativas, servicios, fotografía, por nom-
brar algunas.
La amplia cantidad de misiones que puede ejecutar un VANT, tomando en cuenta sus ventajas
y desventajas, ha demostrado que existe un considerable potencial para ejecutar tareas de forma
exitosa. En años recientes se ha incrementado ya que existen VANT que pueden volar por varios
días. La Aerosonda Laima es un ejemplo de estos sistemas, y fue el primero en realizar un viaje
trasatlántico. Sin embargo, el récord de duración de vuelo es del QinetiQ Zephyr, el cual permane-
ció en el aire por poco mas de dos semanas, teniendo como ventaja su diseño ligero y la utilización
de energía solar como suministro.
Hoy en día, una gran variedad de VANT’s estan disponibles para los usuarios, y para aque-
llos que no están muy relacionados en este campo, se puede afrontar una curva de aprendizaje
empinada, lo cual puede ser una barrera de entrada. Adicionalmente, un número creciente de re-
gulaciones afecta el uso de VANTs en la mayoría de los países, y puede ser confuso y desalentador
para los principiantes [8]. Debido al número creciente de aplicaciones que han adquirido los dro-
nes, se ha incrementado su nivel de desempeño por lo cual se ha convertido en un tema de sumo
interés en el área de control automático, mecanica y electrica.
1.1.2. Aplicaciones
Ya que que los drones brindan una supremacía sobre las tecnologías de sensado a distancia y
proporciona beneficios como menor riesgo para la vida humana, bajo consumo de energía, facili-
dad para recopilación de datos, vuelo estable y resolución espacial ultra alta [9]. En la actualidad,
existe una amplia variedad de aplicaciones para los drones y la selección de estos depende del fin
para el cual es requerido. Las áreas de aplicación mas comunes de los drones son las civiles, mili-
tares y en la industria.
Civiles
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Entretenimiento.





Misiones de búsqueda y rescate.
Transporte de carga.
Bombardeo.
Reconocimiento del territorio aliado y enemigo.
Industriales





Los VANT han sido diseñados para cumplir con distintos propósitos, es por eso que en la litera-
tura podemos encontrar varias formas de clasificarlos. Esas clasificaciones pueden ser enfocadas
al tipo de despegue/aterrizaje, el tipo de ala, nivel de autonomía y al peso que soporta. Respecto al
tipo de despegue/aterrizaje, estos pueden realizar despegue y aterrizaje verticales y no verticales.
De acuerdo al tipo de ala, existen cuatro principales categorías donde se incluyen: a) ala rotativa
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(helicópteros, multirrotores), con ventajas como vuelo suspendido y alta maniobrabilidad; b) ala
fija (aeroplanos) , los cuales tienen como ventaja alta velocidad de crucero y larga duración de
vuelo; c) ala flexible (ala delta, parapente), los cuales vuelan como aves e insectos; d) autosusten-
tado (dirigibles, globos aerostáticos) cuya ventaja es la larga duración de vuelo [10]. La Figura 1.1
ilustra la clasificación de los VANT, despreciando los menos utilizados en la actualidad.
Figura 1.1: Clasificación de los VANT
Clasificar los VANT no solamente es útil para diferenciar los sistemas existentes sino que tiene
importancia regulatoria. Esto se debe a que es poco probable que se desarrollen reglas que puedan
adaptarse a todos los VANTs y como resultado se pueden imponer diferentes requisitos sobre las
distintas categorías de los VANT basados en sus características [3].
1.2. Planteamiento del problema
El control de posición (orientación/dirección) y de velocidad es la base del control de vuelo
del VANT, y el desempeño del control de vuelo afecta en gran medida la eficiencia de la seguridad
durante el vuelo de la aeronave. Además, el problema de navegación es complejo y requiere de la
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percepción de un ambiente a menudo restringido, especialmente en el caso de vuelos a baja alti-
tud. Por otro lado, debido a su tamaño, la estabilidad del vehículo durante el vuelo se ve fácilmente
afectada por perturbaciones externas impredecibles, y está sujeto a incertidumbres paramétricas.
Por ejemplo, la altitud se ve afectada por varios factores como la dinámica de rotación, variaciones
en el peso, ráfagas de viento, ruido en las mediciones, entre otras.
Adicionalmente,las ecuaciones que describen el comportamiento dinámico del cuadrirrotor
son no lineales y están fuertemente acopladas. Cabe mencionar que el cuadrirrotor es un siste-
ma subactuado, el cual posee tres grados de libertad para su movimiento translacional y tres para
su movimiento rotacional, logrando el movimiento deseado controlando los cuatro rotores. Para
afrontar estos inconvenientes se requiere del diseño de controladores suficientemente robustos
para preservar la estabilidad y lograr un óptimo seguimiento de la trayectoria deseada, lo cual re-
sulta ser una tarea difícil.
Aunado a esto, las técnicas de control por lo general requieren de un conocimiento exacto de
los estados del sistema, y en el cuadrirrotor, se tiene una reducida cantidad de sensores disponi-
bles. Además, la medición de los sensores puede estar corrompida por el ruido. Para afrontar este
problema, es necesario reconstruir el estado desconocido, lo cual requiere de la implementación
de un observador de estados.
1.3. Antecedentes
Para tratar el problema de control de los quadrirrotores, los investigadores han realizado es-
fuerzos y aplicado diversas técnicas de control no lineales y lineales de manera exitosa para hacer
frente a la estabilidad de los cuatro rotores. Algunos ejemplos de controladores lineales aplicados a
cuadrirrotores incluyen controles proporcional integral (PI), proporcional derivativo (PD), propor-
cional integral derivativo, regulador lineal cuadrático (LQR) [11] [12] [13], control H-infinito [14],
entre otros. Sin embargo, las técnicas de control lineal requieren de la linealización del mode-
lo matemático, lo cual limita el rango de operación, y no garantizan robustez fuera del punto de
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equilibrio, además de ser necesario el conocimiento de los parámetros aerodinámicos.
En relación al control no lineal, existe una amplia variedad de técnicas aplicadas a cuadrirro-
tores, donde se incluyen controlador lógico fuzzy combinado con un controlador PD [15], control
backstepping [16], control backstepping y linealización por retroalimentación [17], redes neuro-
nales [18], control adaptable [19], entre otros. Sin embargo, el inconveniente de estas técnicas de
control es que requieren numerosas ganancias y la selección de estas carece de un método siste-
mático. Aunado a esto es necesario el conocimiento de los parámetros del modelo y parámetros
aerodinámicos para garantizar la robustez, lo cual no es posible en la práctica. Por otro lado, al-
gunas de estas técnicas requieren de una gran carga computacional, debido a que deben analizar
una basta cantidad de información para generar la entrada de control.
Por otro lado, las estrategias de control basadas en el control por modos deslizantes (SMC) han
demostrado ser un método efectivo para el rechazo a perturbaciones e incertidumbres paramétri-
cas lo cual elimina la necesidad de un modelado exacto del sistema. Adicionalmente, esta técnica
de control tiene ventajas como convergencia en tiempo finito y estabilidad asintótica . Sin embar-
go, debido a la naturaleza discontinua de los controles basado en modos deslizantes se tiene como
principal inconveniente el fenómeno llamado chattering o ruido de alta frecuencia, el cual puede
dañar tanto al sistema como a los actuadores. Con el objetivo de reducir el efecto del chattering
se han llevado acabo diversos esfuerzos, un ejemplo de esto es el control por modos deslizantes
de alto orden (HOSMC) [20], el cual conserva la principal ventaja del SMC, mientras que al mismo
tiempo presenta un mejor desempeño en relación a los efectos del chattering [21].
Entre las estrategias de control por modos deslizantes de alto orden, destaca el algoritmo de
control super twisting, ofrece las mismas ventajas que los SMC tradicionales, solamente requiere
del conocimiento de la variable deslizante s y, además, proporciona una señal de control continua
lo cual reduce significativamente el chattering. Cabe mencionar que el chattering no puede ser eli-
minado, solo es posible ajustarlo. Estas técnicas han sido aplicadas exitosamente a cuadrirrotores
en [22] para el control de orientación, donde se estabilizan los ángulos de Euler logrando buenos
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resultados a una altura de 1 m. Sin embargo, se observa chattering en las entradas de control de-
bido a la presencia de ruido en los sensores. . En [23] se demostró su estabilidad y la convergencia
en tiempo finito basada en el análisis de Lyapunov.
Ya que la superficie de deslizamiento está compuesta por los errores de seguimiento, se re-
quiere de un conocimiento completo de los estados del sistema. Para solucionar este problema,
en la literatura podemos encontrar controles por modos deslizantes basados en la información
proporcionada por observadores. En [24] se presenta un control por modos deslizantes basado
en un observador de perturbaciones, donde se logra un seguimiento optimo de trayectorias y el
chattering es reducido en la señal de control. Por otra parte, los observadores basados en técni-
cas por modos deslizantes, han sido ampliamente usados debido a ventajas como convergencia
en tiempo finito e insensibilidad ante incertidumbres e.g. observados super twisting (STO), obser-
vador de alto orden por modos deslizantes (HOSMO). En [25, 26] se presentan resultados para un
controlador super twisting (STC) basado en observadores STO y HOSMO, donde se demuestra que
implementar un STC basado en STO no es posible debido a los términos discontinuos que apa-
recen en la ley de control que no permiten satisfacer la condición del segundo orden deslizante.
Para solucionar este problema, se propuso la implementación de un STC basado en un HOSMO,
donde se logran suficientes condiciones para alcanzar el segundo orden deslizante (s = ṡ = 0).
1.4. Objetivo de la tesis
El objetivo de la presente tesis se centra en la sintetización de algoritmos de control no lineal
basados en observador mediante diferentes técnicas por modos deslizantes, que permitan preser-
var la estabilidad de vuelo del cuadrirrotor en presencia de perturbaciones externas e incertidum-
bre paramétrica, con el fin de lograr el seguimiento de trayectorias deseadas.
Capítulo 2
Modelado Matemático del Cuadrirrotor
En este capitulo, se presenta el desarrollo del modelo matemático que describe el comporta-
miento dinámico del cuadrirrotor. Dicho modelo sera representado en espacio de estados y será
utilizado en el Capitulo 3 y 4 para el diseño de controladores y observadores no lineales.
2.1. Modelo matemático
Las ecuaciones de movimiento que describen la dinámica de un vehículo cuadrirrotor se ob-
tienen empleando distintos enfoques basados en la mecánica de cuerpo rígido tales como ecua-
ciones Euler-Lagrange [27], el método quasi-lagrangiano [28] o las ecuaciones de Newton-Euler.
Para cumplir con nuestros objetivos, se desarrollara el modelo del cuadrirrotor implementando el
método de Newton-Euler.
Un cuadrirrotor consiste de cuatro rotores, ubicados en los vértices de un cuadrado. Cada rotor
cuenta con hélices para generar un empuje en dirección perpendicular al plano definido por los
rotores. Los cuadrirrotores tienen dos configuraciones, configuración en "X " y en "+ ". La confi-
guración en "X " es considerada más estable, mientras que la configuración en "+ " es más ágil.
Por otro lado, el cuadrirrotor es un sistema subactuado que consta de 6 GDL, de los cuales sola-
mente 4 pueden ser controlados directamente. Además, las ecuaciones de movimiento que rigen
al cuadrirrotor son no lineales y están fuertemente acopladas.
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El modelo dinámico de un cuadrirrotor consiste de un conjunto de ecuaciones diferenciales que
describen el movimiento rotacional y el movimiento translacional del vehículo. El propósito de
este capitulo es entender a profundidad las dinámicas del cuadrirrotor y proporcionar un mode-
lo suficientemente confiable para la simulación y control de su comportamiento. Por lo tanto, el
estudio se dividirá en dos partes, una enfocada al análisis translacional y otra centrada en el mo-
vimiento rotacional.
Se consideraran las siguientes hipótesis para el modelado dinámico del cuadrirrotor:
Hipótesis 2.1 La estructura del cuadrirrotor se considera rígida y simétrica.
Hipótesis 2.2 El centro de masa coincide con el origen del sistema de referencia fijo al cuerpo del
cuadrirrotor.
Hipótesis 2.3 Las hélices del cuadrirrotor son rígidas.
Hipótesis 2.4 Las fuerzas de empuje producidas por los rotores son proporcionales a la velocidad
de empuje del giro de la hélice.
2.2. Sistemas de referencia
Cuando el cuadrirrotor ejecuta una tarea, realiza cambios de orientación y de posición, estos
movimientos deben ser descritos con respecto a un sistema de referencia fijo, el cual se denomina
sistema de referencia inercial. En los cuadrirrotores, por lo general su movimiento es descrito por
medio de la ubicación de su centro de masa así como de la orientación de un sistema de referencia
unida al mismo.
2.2.1. Sistema de referencia Inercial
El sistema de referencia inercial del cuadrirrotor {I } (OI , X I , YI , ZI ), es un sistema de coorde-
nadas fijo a la Tierra, donde la orientación de los ejes es denotada por la regla de la mano derecha.
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El norte queda definido como la dirección inercial X I , el este como la dirección inercial YI , ZI
apunta en dirección hacia arriba con respecto a la Tierra, mientras que OI es el origen del sistema
de referencia.
2.2.2. Sistema de referencia del cuerpo del cuadrirrotor
El origen OB del marco de referencia del cuerpo del cuadrirrotor {B} (OB , XB , YB , ZB ) coincide
con el centro de masa del cuadrirrotor. XB apunta hacia el frente del cuadrirrotor, YB apunta hacia
la izquierda del cuadrirrotor, y ZB apunta hacia arriba de la aeronave.
Figura 2.1: Configuración del cuadrirrotor en el sistema de referencia inercial {I } y del cuerpo del
cuadrirrotor {B} .
2.3. Ángulos de Euler
Los ángulos de Euler son tres ángulos introducidos por Leonhard Euler, que permiten descri-
bir la orientación de un cuerpo rígido en el espacio Euclidiano tridimensional. Para describir dicha
orientación se requiere de tres parámetros, los cuales pueden ser representados de muchas ma-
neras. Se utilizan ángulos de Euler para los ejes xyz. Los ángulos de Euler también son utilizados
para describir la orientación de un marco de referencia en relación a otro.
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los cuales representan una secuencia de tres rotaciones elementales, es decir rotaciones sobre los



















































donde, dado un ángulo ϑ, las expresiones de tales matrices de rotación corresponden cϑ = cos(ϑ),
sϑ = sen(ϑ). La matriz de rotación R(η) que toma en cuenta cada uno de los ejes, está definida
como








cψcθ −sψcφ+ cψsθsφ cφsθcψ+ sφsψ









Esta matriz describe la rotación del cuerpo rígido del sistema de referencia del cuerpo del cuadri-
rrotor al sistema de referencia inercial.
R(η) : {B} → {I }
Los ángulos de rotación reciben el nombre de alabeo φ (roll), cabeceo θ (pitch) y guiñada ψ (yaw),
y la forma de obtener los movimientos descritos sobre estos ángulos son ilustrados a continuación:
Alabeo: El movimiento de alabeo consiste en el giro del cuadrirrotor sobre el eje x. Este mo-
vimiento es alcanzado incrementando (reduciendo) la velocidad de un motor lateral, mientras se
reduce (incrementa) la velocidad del motor lateral opuesto.
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Figura 2.2: Movimiento de alabeo.
Cabeceo: Este movimiento consiste en el giro del cuadrirrotor sobre el eje y . Para alcanzar
el movimiento de cabeceo, se realiza un procedimiento similar al de alabeo. Para este caso, se
emplean los rotores frontal y trasero.
Figura 2.3: Movimiento de alabeo.
Guiñada: La guiñada es un fenómeno en el cual el cuadrirrotor gira a la izquierda o a la derecha
sobre el eje z. Este movimiento es obtenido mediante el incremento (reducción) de la velocidad
de los rotores frontal y trasero, mientras se reduce (aumenta) la velocidad de los rotores laterales.
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Figura 2.4: Movimiento de alabeo.
Cuando se tienen las misma velocidad en los cuatro rotores, los pares estarán balanceados. Por
lo tanto el cuadrirrotor no girara, manteniéndose en una posición estable. Cuando la velocidad de
los cuatro rotores se incremente de forma sincronizada, se vera afectada la altura del cuadrirrotor.
2.4. Ecuaciones de movimiento translacional
La posición lineal absoluta del cuadrirrotor en los ejes X , Y , Z está definido en el sistema
de referencia inercial {I } por medio del vector ξ. El ángulo de cabeceo θ determina la rotación
del cuadrirrotor sobre el eje Y . El ángulo de alabeo φ determina la rotación sobre el eje X , y el
ángulo de guiñada ψ sobre el eje Z [29]. En el sistema de referencia {B} las velocidades lineales del


































Cada una de las hélices del vehículo genera una fuerza de empuje Fi en la dirección de ZB . La
fuerza Fi está relacionada con la velocidad rotacionalΩi del i-ésimo rotor de acuerdo a la siguiente
ecuación:




i , i = 1, 2, 3, 4. (2.4)
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donde Ari [m
2] es el área del disco producida por la rotación de la hélice del i-ésimo rotor, ri [m] es
su radio, cT es el coeficiente de empuje que depende de la geometría de las hélices, y ρ[kg ·m−3]
representa la densidad del aire. De una forma alterna, la fuerza combinada de los cuatro rotores
puede expresarse como un modelo de parámetros agrupadas de la siguiente manera:
Fi = kFΩ2i (2.5)
donde kF es el coeficiente de empuje.
Cuando el cuadrirrotor permanece en vuelo suspendido (hovering, en ingles) el empuje total apli-





























Ya que se supone que el cuadrirrotor es un cuerpo rígido, las ecuaciones de Newton-Euler pue-
den ser aplicadas para describir las dinámicas de este. En el sistema de referencia del cuerpo del
vehículo {B}, la fuerza requerida para la aceleración de la masa mV̇ , y la fuerza centrífuga V ×mV
equivalen a la fuerza de gravedad R(η)T G y el empuje total de los cuatro rotores F
mV̇ +V ×mV = R(η)T G +T B (2.7)
En el sistema de referencia inercial, la fuerza centrífuga puede ser despreciada, simplificando las
ecuaciones de movimiento translacional. De este modo, solamente la fuerza gravitacional y la
magnitud y dirección del empuje contribuyen a la aceleración de cuadrirrotor
mξ̈=G +R(η)T B (2.8)
Entonces, resolviendo (2.4.6) obtenemos la ecuación dinámica que rige la aceleración del centro
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La ecuación (2.4.7) se encuentra expresada en el sistema de referencia inercial {I }, y sera empleado
para el diseño de las leyes de control.
2.5. Ecuaciones de movimiento rotacional
La orientación del cuadrirrotor, es decir, su posición angular, está definida en el sistema de re-
ferencia inercial con los tres ángulos de Euler por medio del vector η, mientras que las velocidades


































La matriz de transformación para las velocidades angulares del sistema de referencia {I } a el siste-
ma de referencia {B} es Wη, y del sistema de referencia {B} al inercial es W −1η , como se muestra en
las ec. (2.4.4)-(2.4.5)
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donde Tϑ = t an(ϑ).
Para el análisis de movimiento rotacional, se define el momento angular H del cuadrirrotor co-
mo:
H = Iω (2.12)
donde I ∈ℜ3×3 es la matriz de inercia del cuadrirrotor. Se supone que la estructura del cuadrirrotor
es simétrica, y los cuatro brazos están alineados con los ejes x y y del cuerpo del cuadrirrotor. Esto


















Los términos Ixx , Iy y , Izz describe los momentos de inercia del cuadrirrotor en relación a los ejes
X , Y y Z del sistema de referencia {B}, respectivamente.
Cabe mencionar que cada rotor produce un τMi perpendicular al plano de rotación de las héli-
ces. Nótese que los rotores 1 y 3 giran en dirección de las manecillas del reloj, mientras que los
rotores 2 y 4 giran en sentido contrario. Todos giran sobre el eje definido por ZB . El par se genera
en dirección opuesta a la dirección de rotación de las hélices. Entonces, los pares τφ, τθ y τψ se
calculan de la siguiente manera:
τφ = l [F2 −F4]
τθ = l [F3 −F1]
τψ =−τM1 +τM2 −τM3 +τM4
(2.14)
donde τφ denota la diferencia de par entre los rotores izquierdo y derecho, τθ indica la diferencia
de par entre los rotores que giran en dirección opuesta a los anteriores, mientras que τψ representa
la diferencia de par entre los rotores que giran en sentido de las manecillas del reloj y los que giran
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en la dirección opuesta a estas. La velocidad angular y la aceleración del rotor también producen
par τMi sobre el eje del rotacion del i-ésimo roto, el cual se calcula de la siguiente manera
τMi = kMΩ
2
i + IM Ω̇i (2.15)
donde kM es el coeficiente de arrastre, IM es el momento de inercia del i-ésimo rotor. Usualmente,
el efecto de Ω̇i es considerado pequeño, simplificando la ec. (2.5.2).
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En el sistema de referencia {B}, la aceleración angular de la inercia I ω̇, las fuerzas centrípetasω×Iω
son iguales al par τB
I ω̇+ω× Iω= τB (2.17)
A partir de (2.5.8), Es posible sustituir las componentes de ω y emplear τB descritas en (2.5.5), de


































































donde el primer termino del lado derecho de (2.5.9) corresponde a las definiciones de τφ, τθ y
τψ de la ec. (2.5.5). Resolviendo (2.5.8) podemos obtener las ecuaciones dinámicas que rigen el
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La ecuación de movimiento rotacional (2.5.10) está expresada en el sistema de referencia {B}.
2.6. Características de los actuadores
Los trabajos que han sido presentados en la literatura emplean un modelo simplificado del
cuadrirrotor, donde los efectos de las no linealidades y del desempeño de los actuadores son ig-
norados [30]. Los rotores se encargan de hacer funcionar el cuadrirrotor, ya que de acuerdo a su
potencia, estos generan un empuje mayor (o menor) que provoca que el cuadrirrotor vuele más
rápido (o más lento), y son la parte más importante de la aeronave. El empuje y el par, por la con-
servación de momento están expresados como




i , i = 1, 2, 3, 4.






donde cT y cQ son los coeficientes de empuje y arrastre, ρ es la densidad del aire, A es el área del
disco, r es el radio del disco.
Se consideran las entradas que pueden ser aplicadas para controlar el comportamiento del cua-
drirrotor. Se considera una entrada de control para el empuje vertical y una entrada para cada
movimiento de orientación. Entonces, consideramos que los valores de los pares y fuerzas de en-
trada son proporcionales a las velocidades rotacionales de los rotores elevadas al cuadrado [31],
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las cuales son representadas a continuación







Uφ = τφ = lkF (Ω24 −Ω
2
2)
Uθ = τθ = lkF (Ω21 −Ω
2
3)








Por lo general, los actuadores de los cuadrirrotores son motores de corriente directa sin escobillas
(BLDC, por sus siglas en ingles) cuya dinámica es expresa por medio de ecuaciones diferenciales
no lineales. Para simplificar el análisis, se supone que los actuadores corresponden a motores de
CD de escobillas. El diagrama eléctrico del motor de CD ilustrado en la Figura 2.5, se compone de
una fuente de voltaje vi , una resistencia eléctrica Ri y de una inductancia Li , conectados en serie.
+
Figura 2.5: Circuito eléctrico básico de un motor de CD.
El circuito del motor de CD es alimentado por una voltaje vi proporcional a la velocidad del
motor. Este voltaje vi corresponde a la entrada de control del motor. La resistencia Ri representa
las perdidas de energía producidas por el efecto Joule, provocado por el flujo de corriente a través
del resistor. El inductor está relacionado a los bobinados del motor. Si aplicamos la ley de voltajes
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de Kirchoff, la dinámica del i-ésimo rotor está descrita por la siguiente ecuación [5, 32]
vi = Ri imi +Li
dimi
d t
+kmiΩi , i = 1,2,3,4. (2.22)
donde Ri , Li , imi son la resistencia, inductancia y corriente de armadura del i-ésimo rotor, res-
pectivamente. Mientras kmiΩi es la fuerza contraelectromotriz, siendo kmi la constante de par.
La Debido a que los cuadrirrotores son de tamaño reducido, es posible despreciar el valor de la
inductancia de armadura de los rotores, por lo que la ec. (2.6.3) resulta
vi = Ri imi +kmiΩi (2.23)
Por otro lado, la dinámica mecánica de los rotores es descrita por
JΩ̇i = τMi −Qi (2.24)
donde J es el momento de inercia del rotor, τMi corresponde al par producido por el i-ésimo rotor
y Qi es el par de reacción. De la ec. (2.6.1), el de reacción puede ser expresado por la siguiente
ecuación
Qi = kdiΩ2i (2.25)
donde kdi > 0 depende de la densidad del aire, del radio y la forma del rotor
2.6.1. Motor de corriente directa
Los motores eléctricos de corriente directa (CD) son "actuadores continuos" que convierten la
energía eléctrica en energía mecánica. El motor de corriente eléctrica logra esta transformación
produciendo una rotación angular continua [33]. Los motores más comunes en los cuadrirrotores
son los motores de escobillas sin escobillas.
















Figura 2.6: Motor CD. Izquierda: Motor brushless. Derecha: Motor de escobillas.
Un motor de escobillas convencional consiste de dos partes: el estator, el cual es el cuerpo
estacionario de motor, y actúa como un electroimán de dos polos; y la parte interna, llamada ar-
madura o rotor, la cual gira produciendo el movimiento. [34]. Por otro lado, como su nombre lo
implica, los motores sin escobillas no utilizan escobillas (ver Fig. 2.6) para realizar el cambio de
polaridad en el rotor. En los motores de escobillas, la corriente eléctrica pasa directamente por los
devanados del estator, generando un campo electromagnético que interactúa con el campo mag-
nético generado por los imanes permanentes del rotor, produciendo una fuerza que hace girar al
rotor y por consiguiente al eje del rotor. Por otro lado en el motor sin escobillas (BLDC), ya que
los devanados no se encuentran en el rotor, el rotor es un imán permanente. Los devanados no
giran, sino que en vez de eso están fijos en el estator, y ya que las devanados no se mueven, no hay
necesidad de utilizar escobillas ni de un conmutador [35]. En el motor BLDC, la parte que realiza
el giro es el imán permanente, y la rotación es obtenida cambiando la dirección de los campos
magnéticos generados por las bobinas estacionarias que lo rodean. Para controlar la rotación, se
ajusta la magnitud y la dirección de corriente de los devanados.
El motor BLDC es construido con tres estátores, bobinados y un conjunto de polos de imanes
permanentes ubicados en el rotor (ver Fig. 2.7). El controlador del motor regula la conmutación
de la fuente de voltaje de CD para los bobinados del estátor del motor. Cada fase entre armadura
conduce polaridad negativa o positiva a 120 grados en secuencia para provocar la rotación del
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motor [30].
Figura 2.7: Circuito equivalente del motor de DC y el controlador del motor
2.7. Representación en espacio de estados
Un sistema dinámico no lineal con incertidumbres y perturbaciones externas es modelado por
las siguientes ecuaciones diferenciales [36]
ẋ = f (x)+ g (x)u +δ(x), x(0) = x0
y = h(x)
(2.26)
donde X ∈ ℜn es el estado, x0 es la condición inicial, u ∈ ℜm es la entrada de control, δ(x) ∈ ℜp
es la entrada de perturbación al sistema, y ∈ ℜs es el vector de salida. f (x) y g (x) son un campo
vectorial suave.
Las ecuaciones dinámicas del cuadrirrotor (2.4.7) y (2.5.10) no consideran la entrada de pertur-
baciones e incertidumbres paramétricas que afectan al cuadrirrotor (ver Apendice A). Para incluir
el efecto de estas perturbaciones e incertidumbres, la ec. (2.4.7) y (2.5.10) pueden ser reescritas
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− g +δz ,
(2.27)
φ̈=UφI−1xx − (I zz − I y y)θ̇ψ̇I
−1
xx +δφ,
θ̈ =UθI−1y y − (I xx − I zz)φ̇ψ̇I
−1
y y +δθ,




donde δ j , j = x, y, z,φ,θψ corresponde a las perturbaciones e incertidumbres paramétricas de
cada uno de los grados de libertad del cuadrirrotor.
Para el diseño del controlador, se emplea el modelo del cuadrirrotor en espacio de estados.
Sea x ∈ R12x1 un vector de estado el cual está definido como:
X = [x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x9, x10, x11, x12]T
=
[
x, ẋ, y, ẏ , z, ż,φ, φ̇,θ, θ̇,ψ,ψ̇
]T
(2.29)
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Uφ = lkF (Ω24 −Ω
2
2)
Uθ = lkF (Ω21 −Ω
2
3)








Por otro lado, la ecuación (2.7.5) puede ser reescrita de forma más simple como un conjunto de
subsistemas de la forma:
ẋ1i = x2i , i = x, y, z,φ,θ,ψ,
ẋ2i = fi + gi (x)ui +ρi ,
yi = x1i .
(2.32)
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con
fX = 0, gX =
(a1 +a2)
m
, ρX = δx ,
fY = 0, gY =
(b1 +b2)
m
, ρY = δy ,
fZ =−g , gZ =
(Cx11Cx9 )
m
, ρZ = δz ,
fφ =−Iφx10x12, gφ = I−1xx , ρφ = δφ,
fθ =−Iθx8x12, gθ = I−1y y , ρθ = δθ,
fψ =−Iψx8x10, gψ = I−1zz , ρψ = δψ,
Iφ =






(Iy y − Ixx)
Izz
.
donde a1 = Sx11 Sx7 , a2 = Cx11Cx7 Sx9 , b1 = −Cx11 Sx7 , b2Sx11 Sx9Cx7 . Las funciones fi y gi represen-
tan términos nominales del grupo (2.7.2) y (2.7.3) ρi denota las incertidumbres paramétricas y
perturbaciones externas.
2.8. Conclusiones
En este capitulo se ha abordado el modelado matemático del cuadrirrotor con un enfoque en la
mecánica del cuerpo rígido y basado en el método Newton-Euler. Se introdujeron los conceptos de
sistema de referencia, el cual es necesario para poder describir los movimientos del cuadrirrotor,
y el de ángulos Euler, necesarios para describir la orientación del cuadrirrotor. Además, fueron
descritos los movimientos de orientación del cuadrirrotor, con los cuales se logra la translación del
vehículo. Se estableció que el modelo matemático del cuadrirrotor es regido por dos conjuntos de
ecuaciones que describen los movimientos translacionales y rotacionales de veh́iculo. Por ultimo,
con la finalidad de diseñar controladores y observadores de estado, el modelo matemático del
cuadrirrotor fue llevado a una representación en espacio de estados.
Capítulo 3
Diseño de controladores no lineales para el
cuadrirrotor
En este capitulo se abordará el estudio de 3 técnicas robustas de control no lineal. Estas estra-
tegias son el control backstepping [37,38] y control super twisting constante [23] y adaptativo [39].
Además, se realiza una comparación de desempeño y seguimiento de estas estrategias de control.
3.1. Estrategia de control
En esta sección se presenta una estrategia de control de los seis grados de libertad (6-GDL) del
cuadrirrotor. Se pretende encontrar controladores (UZ , Uφ, Uθ, Uψ) lo suficientemente robustos,
que permitan estabilizar o el seguimiento de trayectorias del cuadrirrotor aun en presencia de
perturbaciones. Para el diseño de los controles, se consideran las siguientes hipótesis
Hipótesis 3.1 El modelo del cuadrirrotor (2.7.5) es un modelo reducido que describe sus movi-
mientos dinámicos.
Hipótesis 3.2 La estructura del cuadrirrotores es un cuerpo rígido simétrico, del cual el origen del
sistema de referencia {B} coincide con el centro de gravedad.
Hipótesis 3.3 Las posiciones y las velocidades lineales y angulares son medibles, es decir, existe
un conocimiento completo del estado.
28
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Hipótesis 3.4 Las dinámicas de guiñada, ψ (yaw), son consideradas libres y pueden ser estabili-
zadas o imponer ψ= 0
Hipótesis 3.5 Se conocen los parámetros nominales del cuadrirrotor.
Hipótesis 3.6 Todas las perturbaciones e incertidumbres (δx ,δy ,δz ,δφ,δθ,δψ) son desconocidas,
acotadas e independientes una de otra.
Tomando en cuenta las hipótesis anteriores, es posible establecer una estrategia de control. Se
propone una estrategia basada en dos lazos de control (ver fig. 3.1), la cual permite el seguimiento
de las trayectorias del cuadrirrotor. Además, las trayectorias de referencia que pueden ser defini-
das por el usuario son Xr e f , Yr e f , Zr e f , y ψr e f
Figura 3.1: Estrategia de control de vuelo del cuadrirrotor .
El propósito del Lazo 1 es proporcionar trayectorias de referencia para los ángulos φ y θ, ade-
más de asegurar el control de translación en x y y . Para conseguir estos objetivos, solamente el
angulo de cabeceo es utilizado para moverse sobre el eje x. Entonces, se supone que φ ≈ ψ ≈ 0.
Por otro lado, para moverse hacia delante/atrás sobre el eje Y, y suponiendo que θ ≈ 0, la ecuación




UZ +δx , ÿ =
Sφ
m
UZ +δy . (3.1)
CAPÍTULO 3. DISEÑO DE CONTROLADORES NO LINEALES PARA EL CUADRIRROTOR 30
A partir de (3.1.1), las trayectorias de referencia para los ángulos θ y φ pueden ser definidas como













donde UX y UY son dos entradas de control virtual definidas al diseñar los controladores. Si las
leyes de control para θ y φ garantizan que φ=φr e f y θ = θr e f , entonces la ecuación (3.1) resulta
ẍ =UX +δx , ÿ =UY +δy . (3.3)
Por otro lado, el Lazo 2 de control, funciona como complemento del Lazo 1, y contiene las diná-




− g +δz ,
φ̈=UφI−1xx − (I zz − I y y)θ̇ψ̇I
−1
xx +δφ,
θ̈ =UθI−1y y − (I xx − I zz)φ̇ψ̇I
−1
y y +δθ,




Por simplicidad, las ecuaciones (3.1.1) y (3.1.4) serán expresadas como subsistemas para facilitar
el diseño del controlador. Definimos
x1,X = X , ẋ2,X = Ẋ x1,Y = Y , ẋ2,Y = Ẏ x1,Z = Z , Ż2,Z = Ż
x1,φ =φ, ẋ2,φ = φ̇ x1,θ = θ, θ̇2,θ = θ̇ x1,ψ =ψ ψ̇2,ψ = ψ̇
(3.5)
El sistema (3.1.1) y (3.1.4) es representado como un conjunto de subsistemas de la forma
ẋ1,i = x2,i , i = x, y, z,φ,θ,ψ,
ẋ2,i = fi + gi (x)ui +ρi ,
yi = x1i .
(3.6)
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con
fX = 0, gX =
si n(x1,θ)
m
, ρX = δx ,
fY = 0, gY =
si n(x1,φ)
m
, ρY = δy ,
fZ =−g , gZ =
(Cx1,θCx1,φ)
m
, ρZ = δz ,
fφ =−Iφx2,θx2,ψ, gφ = I−1xx , ρφ = δφ,
fθ =−Iθx2,φx2,ψ, gθ = I−1y y , ρθ = δθ,
fψ =−Iψx2,φx2,θ, gψ = I−1zz , ρψ = δψ,
Iφ =










El control Backstepping está enfocado en la estabilización de sistemas dinámicos. Este difiere
de los métodos de control óptimo en que sacrifica la optimalidad con el propósito de evitar las
ecuaciones de Riccati, las cuales son difíciles de resolver para sistemas de "dimensión infinita"
o de grandes dimensiones tal como las ecuaciones diferenciales parciales. El control backstep-
ping es un método popular para controlar sistemas no lineales dado en la forma de estricta-
retroalimentación de estados
ẋ1 = f1(x1)+ g1(x1)x2




ẋr−1 = fr−1(x1, x2, ..., xr−1)+ gr−1(x1, x2, ..., xr−1)
ẋr = fr (x1, x2, ..., xr )+ gr (x1, x2, ..., xr )
(3.7)
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donde x = (x1, ..., xr )T ∈ℜ representa el vector estado, fi y gi para i=1,...r son funciones conocidas.
La idea principal del diseño del control backstepping es utilizar algunas variables de estado de
(3.2.1) como "controles virtuales" o "pseudo controles", y dependiendo de las dinámicas de cada
estado, diseñar leyes de control. El diseño backstepping es un procedimiento recursivo donde la
función de Lyapunov es derivada para el sistema entero. El procedimiento recursivo puede ser fá-
cilmente extendido al caso nominal de un sistema aumentado por un integrador. Esto es llamado
integrador backstepping.
3.2.1. Integrador Backstepping
El diseño base del procedimiento recursivo es el integrador backstepping. Considere el si-
guiente sistema
ẋ1 = f (x)+ g (x)x2 (3.8)
ẋ2 = u (3.9)
donde X = (x1, x2)T ∈ℜn+1 es el vector de estado, u ∈ ℜ es la entrada de control. El objetivo es
diseñar una retroalimentación de estado tal que x1, x2 → 0 cuando t → ∞. Se supone que f y g
son conocidos. Este sistema puede ser visto como una conexión en cascada de dos subsistemas.
El primer subsistema es (3.2.2) con x2 como entrada de control, y el segundo subsistema es el
integrador (3.2.3). La idea principal del diseño es tratar x2 como una entrada de control virtual
para la estabilización de las dinámicas de x1. Se supone que existe una ley de control suave por
retroalimentación de estado x2 =ϕ(x1) con ϕ(0) = 0. Entonces, el siguiente subsistema
ẋ = f (x1)+ g (x1)ϕ(x1) (3.10)





( f (x1)+ g (xx1 )ϕ(x1)) ≤−W (x1) (3.11)
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Con el propósito de diseñar la ley de control, g (x1)ϕ(x1) es sumado y restado al lado derecho del
subsistema (3.8), tal que
ẋ1 = f (x1)+ g (x1)ϕ(x1)+ g (x1)[x2 −ϕ(x2)]
ẋ2 = u
(3.12)




f (x1)+ g (x1)ϕ(x1)
]
+ g (x1)z
ż = u − ϕ̇(x1)
(3.13)





f (x1)+ g (x1)x2
]
(3.14)
Definiendo u = v + ϕ̇(x1), donde v es las entrada de control nominal, el sistema transformado
resulta de la forma
ẋ1 = f (x1)+ g (x1)ϕ(x1)+ g (x1)z
ż = v
(3.15)
donde el subsistema ẋ1 es asintóticamene estable en el origen.






















, k > 0 (3.18)
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resulta que
V̇2 ≤−kz2 −W (x1) (3.19)
la cual es una función definida negativa. Por lo tanto, esto demuestra que el sistema (3.2.9) es
asintóticamente estable en el origen (x1 = 0, z = 0). Recordando que u = v + ϕ̇, es posible sustituir








f (x1)+ g (x1)x2
]
(3.20)
que estabiliza al sistema (3.2.7) asintóticamente en el origen.
3.3. Diseño del controlador backstepping para el cuadrirrotor
Para el diseño de las leyes de control del cuadrirrotor basado en la técnica backstepping, el
modelo matemático del cuadrirrotor es representado en subsistemas (ver ec. 3.1.6) de la forma
ẋ1,i = x2,i , i = X ,Y , Z ,φ,θ,ψ,
ẋ2,i = fi + gi (x)ui +ρi ,
yi = x1i .
(3.21)
Entonces, se considera x2,i como el control virtual para la estabilización de las dinámicas de x1,i .
Por otro lado, el error de seguimiento y su dinámica están definidos por
e1 = x1,i −xd1,i
ė1 = x2,i − ẋ1,i
(3.22)
donde xd1,i es el valor de referencia para x1 y por lo menos dos veces diferenciable. Ahora, supone-
mos que x2,i =ϕ(x1,i ), ϕ(x1,i ) = 0, tal que el siguiente subsistema
ẋ1,i =ϕ(x1,i ) (3.23)
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es asintóticamente estable en el origen. Se considera la siguiente función candidata de Lyapunov








donde W1(x1,i ) > 0∀x1,i ∈ℜ. Con el propósito de diseñar una ley de control, sumamos y restamos
ϕ(x1,i ) a la derecha del subsistema ẋ1,i de la ec. (3.3.1). obteniendo
ẋ1,i =ϕ(x1,i )+x2,i −ϕ(x1,i ) (3.25)
Introduciendo el siguiente cambio de variable zi = x2,i −ϕ(x1,), entonces el subsistema ẋ1,i y las
dinámicas de zi pueden ser expresadas por
ẋ1,i =ϕ(x1,i )+ zi
żi = fi (x)+ gi (x)ui +δi − ϕ̇(x1,i )
(3.26)











ui = vi + ϕ̇(x1,i ) (3.28)
donde ui es las entrada de control nominal, el sistema transformado resulta de la forma
ẋ1 =ϕ(x1,i )+ zi
ż = vi
(3.29)
Nótese que ẋ1,i es asintóticamente estable en el origen cuando x1,i es cero. Ahora, consideramos
la siguiente función candidata de Lyapunov para el sistema completo
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zi + zi vi
(3.31)
Si seleccionamos vi , tal que
vi =−k1,i zi −
∂V1(x1,i )
∂x1,i
, k > 0 (3.32)
resulta que
V̇2 ≤−k1,i z2i −W1(x1,i ) (3.33)
es una función definida negativa. Por lo tanto el sistema (3.3.9) es asintóticamente estable en el
origen (x1,i = 0, zi ).
Entonces, para encontrar el control original en (3.3.9), a partir de la ec. (3.3.7) y (3.3.12), resulta






Entonces, para un caso particular, si seleccionamos V1(x1,i ) = 12 e1 y ϕ(x1,i ) = −k2,i e
2
1, k2,i > 0 y





ẍd1,i − (k1,i k2,i +1)e1 − (k1,i +k2,i )e2 − fi (x)
]
(3.35)
que estabiliza al sistema.
3.4. Control super-twisting simplificado
El control super twisting es un tipo de control por modos deslizantes de segundo orden que
brinda características de robustez ante incertidumbres paramétricas y perturbaciones acotadas,
estabilidad asintótica y convergencia en tiempo finito. Además, el control super twisting es un
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control continuo, lo cual permite reducir el chattering, el cual es un fenómeno característico de
los controles por modos deslizantes.
Para el diseño de una ley de control, el algoritmo de control super twisting considera la clase de
sistema dinámico descrito a continuación
ẋ1 = x2
ẋ2 = f (x)+ g (x)u +δ
(3.36)
donde X = (x1, x2)T ∈ℜ2 representa el vector de estado, u ∈ℜ es la entrada de control. f (x), g (x) ∈
ℜ son términos no lineales conocidos y δ representa las perturbaciones externas e incertidumbres.
El sistema incierto (3.4.1) es un sistema no lineal en la forma triangular

























El algoritmo de control super twisting [40] está definido por las siguientes expresiones
v =−K1|s|
1






donde K1,K2 > 0 son las ganancias del controlador, s denota a la variable deslizante y la función
signo (si g n(x)) es definida por la siguiente expresión












1 si x > 0
0 si x = 0
−1 si x < 0
(3.38)
Entonces, se toman en cuenta las siguientes hipótesis
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Hipotesis 3.4.1: La función Φ(x,u,δ) es Lipschitz continua con respecto a x y uniforme con res-
pecto a u, es decir, existe una constante positiva η tal que ||ϕ(x,u)|| ≤ η||x||.
Hipotesis 3.4.2: La perturbación δ es acotada, es decir, existe una constante positiva conocida γ
tal que |ϕ| ≤ γ.
Hipotesis 3.4.3: Una variable deslizante s = s(t , x) es diseñada tal que las dinámicas deseadas del
sistema (3.4.1) son alcanzadas cuando s(x, t ) = ṡ(x, t ) = 0.
Ahora, el diseño de la variable deslizante es expresado de la siguiente forma
s = e2 + ce1 (3.39)
donde c es una constante positiva, e1 = x1 − xd1 y e2 = x2 − ẋ
d
1 son los errores de seguimiento,
y xd1 es el valor de referencia. Las dinámicas de los errores de seguimiento están expresadas a
continuación
ė1 = e2
ė2 = ẋ2 − ẍd1
(3.40)
Entonces, las dinámicas de la superficie deslizante a lo largo de las trayectorias del sistema (3.4.1)
están dadas por
ṡ = ce2 + f (x)+ g (x)u +δ− ẍd1 (3.41)





ẍd1 − f (x)− ce2 + v
]
(3.42)
la cual fuerza la convergencia de las trayectorias del sistema (3.4.1) hacia la superficie deslizante,
garantizando la condición del modo deslizante de segundo orden (s = ṡ = 0). Entonces, una nueva
entrada de control super twisting es introducida mediante la siguiente expresión
v =−2L|s|
1





si g n(s)dτ (3.43)
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donde L > 0 es la ganancia del controlador, c es el coeficiente de deslizamiento.
Entonces, bajo la acción del control (3.4.7)-(3.4.8), las dinámicas de la variable deslizante en lazo
cerrado estan dadas por
ṡ =−2L|s|
1





si g n(s)dτ+δ (3.44)

















si g n(z1)+ δ̇
(3.46)




Para el anÃ¡lisis de estabilidad del sistema (3.4.9), se emplea el enfoque de Lyapunov. Considérese
el siguiente cambio de coordenadas
ξ1 = |z1|
1
2 si g n(z1)
ξ2 = z2
(3.47)
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donde ξ = (ξ1,ξ2)T , y S∞ es una matriz simétrica definida positiva, solución de la ecuación alge-
braica de Lyapunov
LS∞+ AT S∞+S∞A−C T C = 0 (3.49)
Para el estudio de convergencia en tiempo finito del error de seguimiento, se considera la siguiente
función candidata de Lyapunov
V (ξ) = ξT S∞ξ (3.50)
la cual es una función cuadrática definida positiva y continuamente diferenciable. Tomando la
primera derivada con respecto al tiempo de (3.4.15), tenemos
V̇ (ξ) = ξ̇S∞ξ+ξT S∞ξ̇ (3.51)























Adicionalmente, la función (3.4.20) satisface las siguientes desigualdades
λmi n(S∞)||ξi ||2 ≤V (ξi ) ≤λmax(S∞)||ξi ||2. (3.54)
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donde λmi n y λmax son valores propios mínimos y máximos de la matriz S∞ respectivamente.
Entonces, resulta que





V (ξi ). (3.55)
donde σc = 2||S∞||ηiλmax (S∞) .












se satisface, entonces (3.86) puede ser reescrita como
V̇ (ξ) ≤−µV (ξ)
1
2 (3.57)









se satisface, y µ> 0, entonces V̇ (ξ) es una función definida negativa, lo cual garantiza estabilidad
asintótica del sistema.
El tiempo de convergencia de las trayectorias del sistema puede ser estimado tomando en cuenta
la ec. (3.4.22). Resolviendo la ecuación diferencial, obtenemos
2V (T )
1
2 = 2V (0)
1
2 −µT (3.59)







las dinámicas del error de seguimiento ξ convergen a cero en el tiempo finito T y alcanzan la
convergencia al tiempo dado por la expresión anterior. Esto demuestra que el control (3.4.7) fuerza
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las dinámicas del sistema hacia la superficie deslizante.
3.5. Diseño del controlador super twisting para el cuadrirrotor
En esta sección se aborda el desarrollo de las leyes de control por medio del observador super
twisting, a partir de la estrategia de control introducida en la seccion 3.1. El modelo matematico
del cuadrirrotor es representado en subsistemas de la forma
ẋ1,i = x2,i , i = x, y, z,φ,θ,ψ,
ẋ2,i = fi + gi (x)ui +ρi ,
yi = x1i .
(3.61)
Entonces, definimos la variable deslizante
si = e2,i + ci e1,i (3.62)
donde los e1,i = x1,i − xd1,i y e2,i = x2,i − x2,i . Las dinámicas de los errores de seguimiento están
expresadas por
ė1,i = e2,i
ė2,i = ẋ2,i − ẍd1,i
(3.63)
Tomando la derivada con respecto al tiempo de la variable deslizante, obtenemos
ṡi = ė2,i + ci e2,i
= fi (x)+ gi (x)ui +δi − ẍd1,i + ci e2,i
(3.64)





ẍd1,i − ci (x2 − ẋ
d
1,i )− fi (x)−2Li |si |
1






si g n(si )dτ
)
(3.65)
CAPÍTULO 3. DISEÑO DE CONTROLADORES NO LINEALES PARA EL CUADRIRROTOR 43
que fuerza la convergencia de las trayectorias del sistema hacia la superficie de deslizamiento.
Nótese que Li > 0 corresponde a la ganancia del controlador super twisting.
3.6. Control super-twisting adaptativo simplificado
El algoritmo de control super twisting es una técnica de control muy popular debido a las ven-
tajas que ofrece frente a otros enfoques de control, mencionadas en la sección 3.4. Sin embargo,
un inconveniente adicional a este algoritmo de control es que requiere del conocimiento de la
cotas cotas del gradiente de perturbaciones/incertidumbres. En la práctica, estimar la cota de las
perturbaciones/incertidumbres es una tarea dificíl, por lo que tiende a sobrestimarse resultando
en una sobrestimación de las ganancias del controlador [41,42]. Por lo tanto, la sobrestimaición de
las ganancias repercute directamente en la magnitud del controlador y en la magnitud del efecto
del chattering.
El objetivo principal del controlador adaptativo es asegurar que la dinámica de la ganancia del
controlador L sea tan pequeña como sea posible, y sea lo suficientemente grande para garanti-
zar el rechazo de perturbaciones e incertidumbres paramétricas logrando robustez y un óptimo
seguimiento de trayectorias, eliminando la necesidad del conocimiento de la cota de las perturba-
ciones/incertidumbres. Entonces, el algoritmo de control super twisting adaptativo [39]es intro-
ducido.
Se considera la clase de sistemas no lineales inciertos en la forma triangular
ẋ1 = x2
ẋ2 = f (x, t )+ g (x, t )u +δ(t )
(3.66)
donde X = (x1, x2) ∈ ℜn es el vector de estado, u ∈ ℜ denota la entrada de control. f (x, t ) y g (x, t )
son funciones no lineales conocidas, mientras que δ(t ) representa las incertidumbres y perturba-
ciones del sistema.
Con el fin de diseñar un controlador super twisting adaptativo que garantice la estabilidad del
sistema (3.6.1), las siguientes hipótesis son introducidas
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Hipotesis 3.6.1 Se diseña una variable deslizante s = s(x, t ) tal que las dinámicas deseadas del
sistema (3.6.1) sean alcanzadas cuando se cumpla el modo deslizante de segundo orden (i.e.
s(x, t ) = ṡ(x, t ) = 0).
Ahora, se considera una variable deslizante como de la siguiente manera
s = e2 + ce1 (3.67)




1 es la señal de referen-
cia. La derivada de los errores de seguimiento, resulta
ė1 = e2
ė2 = ẋ2 − ẍd1
(3.68)
Entonces, las dinámicas de la superficie deslizante quedan expresadas como
ṡ = ẋ2 − ẍd1 + c(ẋ2 − ẋ
d
1 )
= f (x, t )+ g (x, t )u +δ(t )− ẍd1 + ce2
(3.69)
Se considera la siguiente retroalimentación de estado
u =
1
g (x, t )
(
− f (x, t )− ce2 + ẍd1 + v
)
(3.70)
que linealiza las dinámicas de la variable deslizante cuando no existe acción de las perturbacio-
nes/incertidumbres en el sistema, mientras que la entrada de control v esta basada en el algoritmo
super twisting, y está dada por
v =−2L(t )|s|
1





si g n(s)dτ (3.71)
donde L(t ) > 0 es la ganancia del controlador que sera sintonizada por medio de una ley de adap-
tacioń. Note que la ganancia L del control (3.6.6), a diferencia del control (3.4.8), está en función
del tiempo.
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Entonces, bajo la acción de los controles (3.6.5) y (3.6.6) las dinámicas de la variable deslizante en
lazo cerrado están dadas por
ṡ =−2L(t )|s|
1





si g n(s)dτ+δ(t ) (3.72)



















Nótese que el sistema incierto (3.6.7) es equivalente al sistema (3.6.9), y solamente depende de la
ganancia L(t ).
Ahora, se introduce el análisis de estabilidad del sistema (3.6.9), utilizando el enfoque de Lyapu-
nov. Considere el siguiente cambio de coordenadas
ξ1 = |z1|
1


















Ahora, se introduce la siguiente hipótesis
Hipotesis 3.6.2 Supóngase que δ= δ̄|ξ1|, donde δ̄ es acotada. Entonces, existe una constante po-
sitiva ̺ tal que |δ̄| ≤ ̺.
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donde ξ= (ξ1,ξ2)T , S∞ es una matriz simétrica definida positiva, solución de la ecuación algebrai-
ca de Lyapunov.
S∞+ AT S∞+S∞A−C T C = 0 (3.78)
Considerando que un el modo deslizante de segundo orden se ha establecido, es decir |s| ≤µ1, |ṡ| ≤
µ2 [43], bajo la acción de control de (3.6.5), la siguiente definición es introducida.
Definición 1 considérese el sistema (3.6.12), y supóngase que el modo deslizante de segundo





Entonces, la magnitud del dominio Υ∗ del segundo orden deslizante real determina la presición
practica de la ley de adaptación de la ganancia. Debido a la ley de adaptación, y ya que las per-
turbaciones e incertidumbres son desconocidas, la ganancia puede ser muy pequeña para hacer
frente a las perturbaciones e incertidumbres del sistema. El control garantiza que las trayectorias
del sistema pueden escapar de este dominio a un dominio mas grande Υ+ en tiempo finito, y una
vez que las trayectorias quedan envueltas en Υ+, las trayectorias regresarán al dominio Υ∗ tan
pronto como la ley de adaptación, dada a continuación, compense el efecto de la perturbación en
el sistema.
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*
+
Figura 3.2: Trayectorias del sistema convergiendo hacia el dominio Υ∗ contenido en Υ+.
Teorema 3.1 [39] Considerando el sistema no lineal incierto (3.6.1) en lazo cerrado con el control
(3.6.6); Además, se supone que la perturbación δ satisface la Hipótesis 3.6.2; Entonces, el
modo deslizante de segundo orden es establecido bajo la acción de control (3.6.5) y (3.6.6).




















2 si g n(s)+ϑ1
)
ϑ2
Si L(t ) ≥ L∗
L∗ Si L(t ) < L∗
(3.79)











2 si g n(si (τ))dτ.
























cuyos valores numéricos son η1i = 0.809, η2i = 2.2881̺i , y L̄i > 0.3536̺−1i . Los términos λmi n(S∞)
y λmax(S∞) corresponden a los valores propios mínimos y máximos de la matriz S∞, respectiva-
mente. Además, L∗ > 0 es introducido para obtener solamente valores positivos para la ganancia
adaptable L(t ) y puede ser elegido arbitrariamente pequeño.
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Prueba: Para el estudio de la estabilidad del sistema (3.6.12) en lazo cerrado, la siguiente función
candidata de Lyapunov es considerada






donde V (ξ) = ξT S∞ξ, y V (L) = 12 (L(t )−L
∗)2. Nótese que estas funciones son positivas definidas.
Entonces, derivando la función (3.6.16) con respecto al tiempo, a lo largo de las trayectorias del
sistema (3.6.12), obtenemos











+ L̇i (t )
(






Además, la función V (ξ) satisface la norma de equivalencia
λmi n(S∞)||ξi ||2 ≤Vξi ≤λmax(S∞)||ξi ||
2 (3.83)
Entonces, obtenemos










A partir de las expresiones (3.6.17) y (3.6.18), y considerando Hipótesis 3.6.2, i.e. |δ̄| ≤ ̺, obtene-
mos
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donde ψ=L(t )η1-η2.
Empleando la desigualdad de Jensen
(|a|q +|b|q )
1
q ≤ |a|+ |b|, q > 0







|L(t )−L∗| ≤ −φV (ξ,L)
1
2 (3.87)
con φ= mi n(ψ, kp
2




|L(t )−L∗|+ L(t )2 |ξ|
(L(t )−L∗)− 2
L(t ) (ξ
T S∞BB T ξ)
, (3.88)






Ahora, se analiza la estabilidad del sistema en lazo cerrado. Para garantizar la estabilidad de V̇ (ξ,L)m








Además, empleando (3.6.24) es posible determinar las cotas de la ganancia adaptativa (ver Apén-
dice B). Se consideran las siguientes casos particulares.
Caso 1. Suponiendo que L(t ) ≥ L̄ η1
η2




Esto implica que existe una convergencia en tiempo finito del estado ξ hacia el domino Υ∗, el cual
es un conjunto compacto conteniendo el origen.
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Caso 2. Ahora, suponiendo que L∗ < L(t ) < L̄, resulta que ψ < 0. Entonces, de la desigualdad
(3.6.25), V̇ (ξ,L) se vuelve una función de signo indefinido. Cuando el estado ξ se incrementa, se
satisface el Caso 1. Entonces, la convergencia del estadoξ hacia el dominio Υ∗ comienza en tiem-
po finito.
Ahora, es posible determinar la magnitud del dominio Υ∗ por medio de µ∗. A partir de la ec.



















es un conjunto compacto conteniendo al origen. Considerando la ec.
(3.6.25) en el Caso 1
V̇ (ξ,L) ≤−ψV
1
2 (ξ)−M |L(t )−L| ≤ −φV
1
2 (ξ,L) < 0 (3.94)
siendo φ la velocidad de convergencia del estado (ξ,L) hacia el punto de equilibro (0,L∗). Defi-
niendo α1 = M |L(t )−L∗ con L(t ) > L̄ > 0 y α2 =ψ
√
ξT S∞ξ =ψ||ξ||, donde α1 y α2 son funciones
lineales de L(t ) y ||ξ||, respectivamente. Resulta
(̇V )(ξ,L) ≤−ψ||ξ||−M |L(t )−L∗| (3.95)






implica que el estado ξ converge a cero en menor tiempo que L(t ) convergiendo hacia L∗. Toman-
do en cuenta este hecho, es posible determinar el limite de la ganancia L mediante las siguientes



























Por lo tanto, queda demostrado que no existe singularidad alguna en la ecuación (3.6.22) cuando
L tiende a L∗ y ξ tiende a 0. Adicionalmente, cuando ψ= L(t )η1 −η2 < 0, el estado ξ crece y en vez
de tender hacia cero, y L(t ) crece hasta que ψ adquiere valor positivo y mayor que M , entonces se
cumple el Caso 1 .
De este modo, se garantiza, a partir de las ecs. (3.6.8)-(3.6.11), que la variable deslizante s y sus
dinámicas ṡ convergen a cero en tiempo finito. Adicionalmente, cuando el estado ξ2 converge a






si g n(s(τ))dτ (3.98)
3.7. Diseño del controlador super twisting adaptativo para el cua-
drirrotor
El diseño de las entradas de control adaptativo para cuadrirrotor con el objetivo de lograr un
seguimiento de trayectorias, también es basada en la estrategia de control de la sección 3.1. El
modelo matematico del cuadrirrotor es representado por subsistemas (ver ec. 3.1.6) d la forma
ẋ1,i = x2,i , i = x, y, z,φ,θ,ψ,
ẋ2,i = fi + gi (x)ui +ρi ,
yi = x1i .
(3.99)
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Ahora, se define la variable deslizante
si = e2,i + ci e1,i (3.100)
donde e1,i = x1,i −xd1,i y e2,i = x2,i −x
d
1,i , con x
d
1,i es el valor deseado. Obteniendo la derivada de los
errores de seguimiento con respecto al tiempo, tenemos
ė1,i = e2,i
ė2,i = ẋ2,i − ẍd1,i
(3.101)
Entonces, las dinámicas de la variable deslizante resultan
ṡi = ė2,i + ci e2,i





Ahora, es posible definir una ley de control para lograr el seguimiento deseado
ui =
1
gi (x, t )
(
ẍd1,i − fi (x, t )− ci e2,i −2Li (t )|si |
1







si g n(si )dτ)
)
(3.103)
que fuerza la convergencia del sistema hacia las trayectorias deseadas, reduciendo el error de se-
guimiento hacia cero, de forma asintótica. Entonces, bajo la acción de control (3.7.5), las dinámi-
cas del error en lazo cerrado están dadas por
ṡi =−2Li (t )|si |
1







si g n(si )dτ (3.104)
donde Li (t ) es la ganancia adaptativa del controlador super twisting.
Nota: Comparando los resultados del control (3.7.6) con los obtenidos la ec. (3.5.5) se comprueba
que existe una similitud entre el diseńo del control super twisting (3.4) y el control super
twisting adaptativo (3.6), donde solamente existe un cambio en la dependencia con respecto
al tiempo de la ganancia L, la cual es constante en la sección 3.4 y adaptativa en la sección
3.6.
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3.8. Resultados comparativos
Para el estudio comparativo, se evaluaran los técnicas de control de este capitulo vía simula-
ción numérica en MATLAB/Simulink para ilustrar el desempeño y la robustez de los controladores
aplicándose al cuadrirrotor. Adicionalmente, para dar validez a los resultados, se introducen per-
turbaciones e incertidumbres del tipo aditivo al modelo nominal del cuadrirrotor. Los parámetros
para el sistema (3.1.6) son los siguientes:
Parámetro Valor Unidad
M asa (m) 0.42 kg
Gr aved ad (g ) 9.81 m/s2
Iner ci a en el e j e X (Ixx) 0.0027 kg ·m2
Iner ci a en el e j e Y (Iy y ) 0.0029 kg ·m2
Iner ci a en el e j e Z (Izz) 0.0053 kg ·m2
Tabla 3.1: Parámetros del cuadrirrotor.
Por otro lado, se establecen las siguientes condiciones iniciales para el modelo del cuadrirrotor
[x(0), y(0), z(0), φ(0), θ(0), ψ(0)] = [1, −1, 0, 0.5, 0.5, 0.5]
Adicionalmente, con el objetivo de ilustrar la robustez de los controladores estudiados, las dina-
mias del movimiento translacional son afectadas por ruido blanco, con una magnitud de 0.0001,
y por las siguientes perturbaciones
δX = si n(t ) δY = cos(t ) δZ = si n(t )
Con el propósito de validar e ilustrar con mayor claridad la reducción de chattering del controla-
dor super twisting adaptativo, las dinámicas del movimiento rotacional quedan exentas de ruido
blanco y de perturbaciones e incertidumbres paramétricas.
Los lazos de control de la estrategia propuesta para cada uno de los algoritmos de control están
conformados por los siguientes controles y ángulos de referencia (θr e f ,φr e f )
Control Backstepping


































ẍd1,X + (k1,X +k2,X )e2,X + (1+k1,X k2,X )e1,X





























































































































0 si g n(sX )dτ









































































+ g − cZ e2,Z −2LZ |sZ |
1
























































Control Super Twisting Adaptativo Simplificado (ASTC)


































ẍd1,X − cX (x2,X − ẋ
2
1,X
)−2LX (t )|sX |
1






2 si g n(sX )dτ
ẍd1,Y − cY (x2,Y − ẋ
2
1,Y
)−2LY (t )|sY |
1




































































+ g − cZ e2,Z −2LZ (t )|sZ |
1






















ẍd1,θ− cθe2,θ+ (Ixx − Izz)x2,φx2,ψI
−1


































La Tabla 3.2 contiene las ganancias empleadas para la sintonización de los controladores
STC ASTC Backstepping
c L c k L∗ k1 k2
Control longitudinal, x 4 2 4 0.15 0.008 15 7
Control latitudinal, y 4 2 4 0.15 0.008 15 5
Control de altitud, z 4 3 5 0.055 0.008 15 7
Control de alabeo, φ 4 3 4 0.05 0.008 15 5
Control de cabeceo, θ 4 3 4 0.04 0.008 15 5
Control de guiñada, ψ 4 3 4 0.002 0.008 15 5
Tabla 3.2: Ganancias de los controladores.
Con la finalidad de ilustrar el desempeño de los controladores, la trayectoria de referencia es
diseñada tal que el cuadrirrotor realice movimientos lineales sobre los ejes xyz en ambas direc-
ciones, y comienza con un despegue en diagonal de la posición de reposo hacia una altura de
1.7 m (ver Figura 3.3). A continuación, se muestran los resultados comparativos obtenidos de la
simulación




























Figura 3.3: Trayectorias del cuadrirrotor.
El seguimiento de las trayectorias de translación y de orientación se muestran en las Figura
3.4 y 3.5, donde cada movimiento es ilustrado individualmente y conseguido por cada uno de los
controladores. Es posible observar que la respuesta del controlador ST adaptativo corrige de forma
mas lenta el error, sin embargo las trayectorias del cuadrirrotor convergen al mismo tiempo em-
pleando los tres controladores. Por otro lado, es posible observar que el seguimiento de trayecto-
rias realizado por medio del controlador backstepping se ve mas afectado por las perturbaciones.
Ya que la trayectoria del angulo de guiñada se estableció como libre y seleccionado por el usuario,
se selecciono como ψr e f = 0.07si n(t )
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Figura 3.4: Seguimiento de trayectorias translacionales en tiempo finito.
Figura 3.5: Seguimiento de trayectorias de orientación en tiempo finito.
La Figura 3.6 muestra el comportamiento de las ganancias adaptativas, sintonizadas por medio
de la ley de adaptación (3.6.14), mientras que la Figura (3.7) ilustra la señal de cada una de las
entradas de control reales del cuadrirrotor. Adicionalmente, el comportamiento dinámico de las
ganancias adaptativas, permiten analizar la forma en que el chattering es atenuado.
CAPÍTULO 3. DISEÑO DE CONTROLADORES NO LINEALES PARA EL CUADRIRROTOR 58



































Figura 3.6: Ganancias adaptativas.


































































Figura 3.7: Entradas de control.
Nótese que en la señal del control de altitud UZ , en el intervalo de 25 s a 29 s, el chattering
se desvanece hasta el punto de ser menor que el par generado por el controlador backstepping.
Sin embargo, debido al cambio del set-point, el controlador requiere de una ganancia mayor para
lograr el seguimiento de la trayectoria. Por otro lado, en la respuesta del controlador de alabeo
se presenta una reducción de chattering significativa por parte del ASTC a partir del intervalo de
18 s a 40 s en comparación a los otros controladores. En la señal del control de guiñada, el com-
portamiento es similar en los tres casos. Adicionalmente, el chattering del control AST tiene una
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magnitud muy cercana al backstepping.
Para evaluar el desempeño de cada controlador (ver Figura 3.8), se propone un indice de desempe-
ño basado en los valores RMS. Se observa una mejora significativa en el desempeño de las entradas








































Figura 3.8: Valores RMS de las entradas de control.
La Figura 3.8 y 3.9 muestran la evolución de la variable deslizante de ambos controladores
super twisting, donde se aprecia similitud entre ambas variables deslizantes tanto en magnitud
como en chattering.











































































Figura 3.9: Evolución de la variable deslizante (Control super twisting).
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Figura 3.10: Evolución de la variable deslizante (Control super twisting adaptativo).
Nótese que la convergencia de la variable deslizante del controlador super twisting tradicional
es mas rápida que la del controlador ST adaptativo. Esto puede deberse a la condición inicial de
las ganancias adaptativas Li (t ), ver Figura 3.6.
3.9. Conclusiones
En el presente capitulo se estableció una estrategia de control para el seguimiento/estabilización
de los seis grados de libertad del cuadrirrotor. Se abordó el diseño de controladores robustos no
lineales basado en las técnicas backstepping y modos deslizantes super twisting clásico y adap-
tativo. Dichos controladores fueron aplicados al modelo matemático del cuadrirrotor con la fi-
nalidad de evaluar el desempeño y la robustez en presencia de perturbaciones e incertidumbres
paramétricas. Utilizando funciones de Lyapunov, se obtuvieron condiciones de suficiencia para
garantizar la estabilidad de los cuatro rotores del cuadrirrotor y la convergencia en tiempo finito
del error de seguimiento. Adicionalmente, se presentó una metodología de sintonización de las
ganancias del algoritmo super twisting, donde el controlador solamente dependerá de la ganan-
cia L en el algoritmo clásico mientras que el algoritmo adaptativo d-ependerá de la ganancia L(t ),
la cual varia en el tiempo y ajustada por la ley de adaptación (3.6.14). Finalmente, se presentaron
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resultados vía simulación numérica donde se obtuvieron los siguientes resultados:
Se observo una convergencia mas rápida hacia la trayectoria desempeãada por el algoritmo
backstepping . Sin embargo, en presencia de perturbaciones y/o incertidumbres, el control
basado en la técnica backstepping presenta dificultades para eliminar el error de posición
en estado estable.
Analizando la respuesta de las entradas de control del cuadrirrotor, se observa una reduc-
ción del chattering significativa por parte del ASTC, siendo su magnitud similar a la del con-
trol backstepping en estado estable.
En relación al consumo de energía, los valores RMS del ASTC fueron mas bajos en el control
de orientación, siendo casi tres veces menor en el alabeo y el cabeceo en comparación con
el controlador backstepping y dos veces en comparación con el STC. Con respecto al con-
trol de altitud, se observan valores similares para los tres controladores, teniendo picos mas
drásticos el algoritmo backstepping durante los transitorios transitorio.
La respuesta del algoritmo backstepping ante el cambio en la referencia es mas rápida, sien-
do la mas lenta la respuesta del algoritmo ASTC. El costo de esta rapidez se ve directamente
reflejado en las leyes de control. Sin embargo, esto no influye en la rapidez de convergencia.
Por otro lado, debido a que en la practica algunas variables de estado pueden no estar disponi-
bles para su medición o están corrompidas por ruido (en el caso particular las velocidades), en el
siguiente capitulo se aborda el dese no de observadores de estado para dar solución a este proble-
ma.
Capítulo 4
Diseño de observadores no lineales para el
cuadrirrotor
En este capítulo se introducen técnicas de diseño de observadores de estado no lineales para
reconstruir los estados no medibles del cuadrirrotor. Los observadores basados en modos desli-
zantes han demostrado ser lo suficientemente robustos ante perturbaciones externas e incerti-
dumbres paramétricas. Adicionalmente, el error de estimación converge a cero en tiempo fini-
to, mientras que los estados estimados convergen asintóticamente hacia los estados del sistema.
Además, estos pueden reconstruir las perturbaciones que entran al sistema [44]. Sin embargo, la
principal desventaja de los modos deslizantes es el fenómeno denominado chattering, producido
por los términos discontinuos presentes en el diseño del observador.
Se han realizado esfuerzos por reducir este fenómeno, se han propuesto técnicas de diseño basa-
das en modos deslizantes de alto orden. Los modos deslizantes de alto orden brindan herramien-
tas efectivas con las que es posible atenuar el chatering sin comprometer los beneficios que brin-
dan los modos deslizantes tradicionales. En la literatura, los observadores por modos deslizantes
mas populares han sido el observador super twisting (STO) y el observador por modos deslizantes
de alto orden (HOSMO).
Con el objetivo de diseñar un observador de estados para el cuadrirrotor, las hipótesis Hipóte-
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sis 3.1, 3.2, 3.4, 3.5 y 3.6 introducidas en capítulo 3. Además, se introduce la siguiente hipótesis
Hipotesis 4.1 Las posiciones lineales y angulares del cuadrirrotor son medibles. Mientras que las
velocidades lineales y angulares no están disponibles.
Por lo tanto, el objetivo del observador es reconstruir las velocidades lineales y angulares del cua-
drirrotor.
4.1. Observador super twisting
El diseño del observador super twisting considera un sistema no lineal incierto de la forma
ẋ1 = x2
ẋ2 = f (x)+ g (x)u +δ
y = x1
(4.1.1)
donde X = (x1, xT2 ) ∈ℜ
2 es el vector de estado, u es la entrada de control, y es la salida del sistema.
f (x) y g (x) son términos no lineales conocidos y δ denota las perturbaciones e incertidumbres
del sistema. Observe que el sistema (4.1.1) pertenece a la clase de sistemas no lineales en la forma
triangular [45]

























Ahora, se introducen las siguientes hipótesis
Hipótesis 4.1.1 La función Φ(x,u,δ) es Lipschitz continua con respecto a x y uniforme con res-
pecto a u, es decir, existe una constante positiva Θ, tal que ||Φ(x,u)|| ≤Θ||x||.
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Hipótesis 4.1.2 La perturbación δ es acotada, es decir, existe una constante positiva constante ̺1
tal que |δ| ≤ ̺1.
Entonces, el siguiente sistema
˙̂x1 = x̂2 +K1|ė
1
2
1 si g n(ė1)
˙̂x2 = f (x̂)+ g (x̂)u +K2si g n(ê1)
(4.1.2)
es un observador super twisting (STO), donde ê j = x j − x̂ j , j = 1,2 y K1 > 0,K2 > 0 denotan las
ganancias del observador. Además, las dinámicas del error de estimación pueden quedan expre-
sadas como
˙̂e1 = ê2 −K1|ê
1
2
1 |si g n(ê1)
˙̂e2 = f̃ (x, x̂)+ g̃ (x, x̂)u +δ−K2si g n(ê1)
(4.1.3)
donde f̃ = f (x)− f (x̂) y g̃ = g (x)− g (x̂).
Ahora, se considera que las Hipótesis 4.1.1 e Hipótesis 4.1.2 se satisfacen. De este modo se puede
concluir que los errores de estimación ê1, ê2 convergerán a cero en tiempo finito t > T1 si seleccio-
namos las ganancias K1 yK2 lo suficientemente grandes. Ahora, se propone la siguiente metodolo-
gía para la sintonización de ganancias
K1 = 2Lo, K2 =
Lo2
2
donde la ganancia del observador unicamente dependerá del termino Lo > 0, seleccionado su-
ficientemente grande. Entonces, con el objetivo de demostrar convergencia en tiempo finito del
error de estimación, se considera el siguiente cambio de coordenadas
ς1 = |ê1|si g n(ê1)
ς2 = ê2
(4.1.4)
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T corresponde a la ganancia del observador. Además, la matriz Sς es simétrica definida
positiva, solución de la siguiente ecuación algebraica de Lyapunov
LoSς+ AT Sς+SςA−C T C = 0 (4.1.8)
Entonces, para analizar la convergencia en tiempo finito del error de estimación (4.1.7), se consi-
dera la siguiente función candidata de Lyapunov
V (ς) = ςT Sςς (4.1.9)
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la cual es cuadratica en las nuevas coordenadas. Ahora, tomando la derivada con respecto al tiem-























Además, la ecuación (4.9) satisface las siguientes desigualdades
λmi n(Sς)||ς||2 ≤V (ς) ≤λmax(Sς)||ς||2 (4.1.12)
























V̇ (ς) ≤−µV (ς)
1
2 (4.1.15)






se satisface, entonces, V̇ es una función definida negativa.
Considerando la ecuación (4.1.15), es posible calcular el tiempo de convergencia. Entonces, re-
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solviendo la ecuación diferencia obtenemos
2V (T )
1
2 = 2V (0)
1
2 −µT = 0 (4.1.17)
Entonces, como resultado, el estado ς converge hacia cero en tiempo finito T , y alcanzá la conver-







lo cual implica que los errores de estimación ė1 y ė2 convergerán a cero en tiempo finito, garanti-
zando la convergencia asintótica de los estados estimados hacia los estados del sistema.
4.2. Diseño del STO para el cuadrirrotor
Con el objetivo de diseñar un observador de estados para el cuadrirrotor, se consideran las
dinámicas del cuadrirrotor descritas en la ec. (3.1.6) del capítulo 3. La aplicación del observador
super twisting al modelo del cuadrirrotor será ilustrado de forma muy general en esta sección.
Por lo tanto, se consideran las dinámicas del cuadrirrotor, representadas en la forma
ẋ1,i = x2,i , i = x, y, z,φ,θ,ψ.
ẋ2,i = fi (x)+ gi (x)ui +δi ,
yi =C xi = x1,i .
(4.2.1)
con
fX = 0, fY = 0, fZ =−g ,











gφ = I−1xx , gθ = I
−1
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)T ∈ℜ2 es el vector de estado, u ∈ℜ es la entrada de control, y ∈ℜ es la salida
de control δi denota las perturbaciones e incertidumbres que entran al sistema. f (x) y g (x) son
términos no lineales conocidos.
El objetivo del observador de estados es reconstruir el estado desconocido del sistema (veloci-
dades), en este caso, los estados x2,i , i = X ,Y , Z ,φ,θ,ψ que representan a las velocidades lineales
y angulares. Entonces, se define el error de estimación
ê1,i = x1,i − x̂1,i (4.2.2)
Entonces, el observador super twisting resultante, aplicado a cada uno de los subsistemas del cua-
drirrotor resulta
˙̂x1,i = x̂2,i +2Loi |ê1,i |
1
2 si g n(ê1,i )
˙̂x2,i = fi (x̂)+ gi (x̂)ui +
Loi
2
si g n(ê1,i )
(4.2.3)






















































x̂2,X +2LoX |x1,X − x̂1,X |
1






2 si g n(x1,X − x̂1,X )
x̂2,Y +2LoY |x1,Y − x̂1,Y |
1






2 si g n(x1,Y − x̂1,Y )
x̂2,Z +2LoZ |x1,Z − x̂1,Z |
1
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2 si g n(x1,φ− x̂1,φ)
x̂2,θ+2Loθ|x1,θ− x̂1,θ|
1
2 si g n(x1,θ− x̂1,θ)
−Iθ x̂2,φx̂2,ψ+ uθIy y +
Lo2
Y
2 si g n(x1,Y − x̂1,Y )
x̂2,ψ+2Loψ|x1,ψ− x̂1,ψ|
1
























Tal observador, permitirá tener un conocimiento completo de los estados del sistema para el dise-
ño de la superficie deslizante. Además, el principio de separación para este observador será ilus-
trado en el capítulo 5.
4.3. Observador por modos deslizantes de alto orden
Considere un sistema no lineal incierto de orden dos, de la forma
ẋ1 = x2
ẋ2 = f (x)+ g (x)u +δ
y =C x = x1
(4.3.1)
donde X = (x1, xT2 ) ∈ℜ
2 es el vector de estado, u es la entrada de control, y es la salida del sistema,
C = (1,0) es la matriz de salida. f (x) y g (x) son términos no lineales conocidos y δ denota las
perturbaciones e incertidumbres del sistema. Las derivadas ẋ j , j = 1, ...,n de las salidas medibles
y = x1 pueden ser estimadas en tiempo finito por el siguiente sistema
˙̂x1 = x̂2 +K1|ê1|
2
3 si g n(ê1)
˙̂x2 = x̂3 +K2|ê1|
1
3 si g n(ê1)+ f (x̂)+ g (x̂)u
˙̂x3 = K3si g n(ê1)
(4.3.2)
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el cual es un observador por modos deslizantes de alto orden (HOSMO), donde ê j = x j − x̂ j , j =
1,2,3. Además, las dinámicas del error de estimación pueden ser escritas como
˙̂e1 =−K1|ê1|si g n(ê1)+ ê2
˙̂e2 =−K2|ê1|
1
3 si g n(ê1)+ f̃ (x, x̂)+ g̃ (x, x̂)u
˙̂e3 =−K3si g n(ê1)+ δ̇
(4.3.3)
con δ Lipschitz y δ̇| ≤ ̺1.
Ahora, se propone una metodología para la sintonización de ganancias del observador, tal que




donde Lo > 0 se selecciona lo suficientemente grande tal que los errores de estimación ê1, ê2, ê3
converjan a cero en un tiempo finito t > T . Nótese que las ganancias del observador solamente
dependen de Lo, lo cual simplifica la sintonización e implementación en la práctica.
Entonces, con el objetivo de demostrar la convergencia en tiempo finito del error de estimación,
se introduce el siguiente cambio de coordenadas
ς1 = |ê1|
2
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T es la ganancia del observador. Además, Sς es una matriz simétrica y definida positi-
va, solución de la ecuación algebraica de Lyapunov
LoSς+ AT Sς+SςA−C T C = 0 (4.3.8)
Entonces, para el análisis de convergencia del error de estimación (4.3.7) en tiempo finito, se con-
sidera la siguiente función candidata de Lyapunov
V (ς) = ςT Sςς (4.3.9)
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Ahora, tomando la norma del termino no lineal 2ςT SςΦ y de la Hipótesis 4.1.1, es decir, ||ϕ|| ≤












Además, la función V (ς) satisface la norma de equivalencia
λmi n(Sς)||ς||2 ≤V (ς) ≤λmax(Sς)||ς||2 (4.3.12)
donde λmi n(Sς) y λmax(Sς) son valores propios mínimos y máximos de la matriz Sς, respectiva-























se satisface, entonces, resulta que
V̇ (ς) ≤−µV (ς)
1
3 (4.3.15)
donde µ= 2(Lo−σc )λmax (Sς)3 .





se satisface, resulta que V̇ (ς) es una función definida negativa. Esto demuestra que las trayecto-
rias del sistema convergen a cero en tiempo finito. Para calcular el tiempo de convergencia, se
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considera la ec. (4.3.15). Entonces, resolviendo la ecuación diferencial, obtenemos
3V
1
3 (T ) = 3V
1
3 −µT = 0 (4.3.17)
Por lo tanto, el error de estimacion ς convergerá a cero en tiempo finito T, y alcanzará la conver-







Esto implica que los errores de estimación ê1, ê2, ê3 alcanzarán la convergencia en tiempo finito,
garantizado la convergencia de los estados estimados hacia los estados del sistema.
4.4. Diseño del HOSMO para el cuadrirrotor
En esta sección se ilustrara el diseño de un observador por modos deslizantes de alto or-
den para el cuadrirrotor, con el objetivo de reconstruir los estados no disponibles (velocidades):
x2,i , i = x, y, z,φ,θ,ψ; a partir de la salida medible (posiciones).
Entonces, se considera el modelo dinámico del cuadrirrotor representado como un conjunto de
subsistemas, de la forma
ẋ1,i = x2,i , i = x, y, z,φ,θ,ψ.
ẋ2,i = fi (x)+ gi (x)ui +δi ,
yi =C Xi = x1,i .
(4.4.1)
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con
fX = 0, fY = 0, fZ =−g ,











gφ = I−1xx , gθ = I
−1
















)T ∈ℜ2 es el vector de estado, u ∈ℜ es la entrada de control, y ∈ℜ es la salida
de control, C = (1,0)) es la matriz de salida, δi denota las perturbaciones e incertidumbres que
entran al sistema. f (x) y g (x) son términos no lineales conocidos.
Ahora, aplicando el siguiente observador
˙̂x1,i = x̂2,i +K1,i |ê1,i |
2
3 si g n(ê1,i ), i = x, y, z,φ,θ,ψ
˙̂x2,i = x̂3,i +K2,i |ê1,i |
1
3 si g n(ê1,i )+ fi (x̂)+ gi (x̂)ui
˙̂x3,i = K3,i si g n(ê1,i )
(4.4.2)
el cual es un observador por modos deslizantes de alto orden, es posible estimar las velocidades li-
neales y angulares a partir del conocimiento de las posiciones lineales y angulares del cuadrirrotor.
El termino ê1 corresponde al error de estimación, el cual es expresado por
ê1,i = x1,i − x̂1,i (4.4.3)
Entonces, considerando que se satisface la condición θ = θr e f y φ=φr e f , de la ec. (3.1.3), se tiene
que el observador de estados que será aplicado al cada una de las dinámicas de translación es el
siguiente
CAPÍTULO 4. DISEÑO DE OBSERVADORES NO LINEALES PARA EL CUADRIRROTOR 75























x̂2,X +K1,X |ê1,X |
2
3 si g n(ê1,X )
x̂3,X +K2,X |ê1,X |
1
3 si g n(ê1,X )+uY































x̂2,Y +K1,Y |ê1,Y |
2
3 si g n(ê1,Y )
x̂3,Y +K2,Y |ê1,Y |
1
3 si g n(ê1,Y )+uY































x̂2,Z +K1,Z |ê1,Z |
2
3 si g n(ê1,Z )
x̂3,Z +K2,Z |ê1,Z |
1












Por otro lado, el observador que será de utilidad para estimar las velocidades angulares del cua-


























3 si g n(ê1,φ)
x̂3,φ+K2,φ|ê1,φ|
1


































3 si g n(ê1,θ)
x̂3,θ+K2,θ|ê1,θ|
1



































3 si g n(ê1,ψ)
x̂3,ψ+K2,ψ|ê1,ψ|
1









Por lo tanto, el observador de (4.4.4)-(4.4.9) garantiza que los errores de estimación ê j ,i con i =
x, y, z,φ,θ,ψ; j = 1,2,3 convergen en tiempo finito, si el parámetro Loi es seleccionado lo sufi-
cientemente grande. Además, el observador reconstruye las velocidades lineales y angulares del
cuadrirrotor, lo cual permite un conocimiento completo del estado, requerido para el diseño de la
variable deslizante. Adicionalmente, el tercer estado del observador de alto orden, permite estimar
la magnitud de las perturbaciónes incertidumbres δi que entran al sistema.
4.5. Resultados
El desempeño de los observadores de estado propuestos es evaluado por medio de simulación
numérica via MATLAB/Simulink. Se establecen condiciones iniciales para el modelo del cuadri-
rrotor y para el observador de estados de la siguiente manera
[x(0), y(0), z(0), φ(0), θ(0), ψ(0)] = [1, −1, 0, 0.5, 0.5, 0.5]
[x̂(0), ŷ(0), ẑ(0), φ̂(0), θ̂(0), ψ̂(0)] = [2, 1, 1, 0, 2, −1]
(4.5.1)
Con el objetivo de validar la convergencia en tiempo finito de los errores de estimación, se pro-
pone una trayectoria sujeta a diferentes cambios en la referencia. La referencia es obtenida por
medio de funciones escalón multiplicadas por una función de transferencia 1
s+1 , variando en am-
bas direcciones de los ejes XYZ (ver Figura 4.1). Los observadores de estado son evaluados en lazo
abierto, con el propósito de analizar las ventajas y desventajas de dichos observadores. Además,
para evaluar la robustez y la precisión de los observadores, el modelo matemático del cuadrirrotor
es afectado por ruido blanco con una desviación estándar de 0.001 en la medición del sensor de
posición, exceptuando al ángulo θ. Adicionalmente, las siguientes perturbaciones son introduci-
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das al sistema
δX = si n(t ), δY = cos(t ), δZ = si n(t ), δφ = 0.5cos(0.5t ), δψ = 0.5si n(t )cos(0.5t ).
Notese que no se introducen perturbaciones ni ruido blanco al movimiento de cabeceo. Esto, con
el motivo de ilustrar el comportamiento de los observadores propuestos en ausencia de perturba-




x y z φ θ ψ x y z φ θ ψ
Lo 1.6 2 3 2 2 3 2 3 2.5 2.5 2.7 2
Tabla 4.1: Ganancias para la estimación de estados.
Los resultados de las simulaciones son ilustrados a continuación
Figura 4.1: Seguimiento de trayectorias del cuadrirrotor.
Las Figuras 4.2 y 4.3 muestran los resultados obtenidos de la estimación de las velocidades
lineales del cuadrirrotor por medio del observador super twisting y el observador por modos des-
lizantes de alto orden, respectivamente. Ambos observadores convergen asintóticamente a los es-
tados del sistema, lo cual demuestra que el error de estimación converge a cero.
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Figura 4.2: Observador super twisting: Estimación de las velocidades lineales.





























Figura 4.3: Observador por modos deslizantes de alto orden: Estimación de las velocidades linea-
les.
Nótese que la respuesta del observador de alto orden, cuando parte de las condiciones ini-
ciales dadas, estima al las velocidades lineales, generando una velocidad en sentido negativo. Sin
embargo, esto es corregido y, por lo tanto, converge hacia los estados del sistema. La Figura 4.4 y
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4.5, ilustran la convergencia de los estados estimados hacia los estados del sistema, por medio del
observador ST y el observador por modos deslizantes de alto orden, respectivamente .
Figura 4.4: Observador super twisting: Estimación de las velocidades angulares.
Figura 4.5: Observador por modos deslizantes de alto orden: Estimación de las velocidades angu-
lares.
Es posible observar que las velocidades angulares estimadas con el HOSMO contienen un rui-
do menor que las estimadas por el STO. La Figura 4.6 y 4.7 muestran la estimación de las pertur-
baciones aditivas y el ruido que fueron introducidos al sistema.
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Figura 4.6: Reconstrucción de las perturbaciones entrantes a las dinámicas de posición.

















Figura 4.7: Reconstrucción de las perturbaciones entrantes a las dinámicas de orientación.
La respuesta de δφ es generada por el la función discontinua si g n(ê1) en el estado ˙̂x3 del ob-
servador de alto orden, lo cual indica que es el chattering inherente de los modos deslizantes.
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4.6. Conclusiones
En este capítulo se presentaron estrategias de diseño de observadores de estado no lineales
basadas en técnicas por modos deslizantes de alto orden. Dichos observadores de estado fueron
aplicados al modelo matemático perturbado del cuadrirrotor. Adicionalmente, la metodología de
sintonización del algoritmo super twisting se extendió al diseño del observador super twisting y
del observador por modos deslizantes de alto orden. Por último, se ilustraron los resultados com-
parativos obtenidos de la simulación en lazo abierto de los observadores via Matlab/simulink con
la finalidad de evaluar su desempeño, obteniendo los siguientes resultados:
El estado estimado x̂ converge hacia el estado del sistema x en tiempo finito, aun bajo la
presencia de perturbaciones e incertidumbre paramétrica.
El HOSMO brinda mayor precisión en la estimación del estado desconocido. Además, se
observa una mejor filtración al ruido.
En relación a las velocidades lineales, se observa una convergencia mas rápida en los estados
estimados por el observador HOSMO en los estados ˙̂x y ˙̂y , mientras que los resultados fueron
similares para ˙̂z.
Con respecto a las velocidades angulares, se observó una convergencia similar de los estados
estimados ˙̂φ y ˙̂θ de ambos observadores, mientras que en el estimado ˙̂ψ se observó un mejor
resultado en el STO.
Implementando el HOSMO, es posible estimar las perturbaciones e incertidumbres del sis-
tema.
Cuando no existe una perturbación o incertidumbre en las dinámicas del sistema, el se ob-
serva la presencia del chattering en el tercer estado del HOSMO (ver fig. 4.7).
En el siguiente capítulo se estudiarán los esquemas control-observador para el cuadrirrotor. Ade-
más, se brindara un análisis de estabilidad en lazo cerrado, así como un estudio comparativo por
medio de simulación numérica.
Capítulo 5
Diseño de control-observador no lineal para
el cuadrirrotor
En este capitulo, se ilustra el diseño de esquemas de control basados en la información recons-
truida por un observador de estados no lineal. Además, los esquemas controlador-observador es-
tudiados son aplicados a las dinámicas del cuadrirrotor para realizar un control de seguimiento
de los movimientos de translación y orientación. Finalmente, estos son evaluados en simulación
numérica por medio de MATLAB/Simulink.
5.1. Estrategia de control basada en observador
En esta sección, se introduce una estrategia basada en un esquema control-observador. Dicha
estrategia se divide en dos lazos de control conectados a un lazo conformado por el observador de
estados (Figura 5.1). Además, las trayectorias de referencia Xr e f , Yr e f , Zr e f y ψr e f son definidas
por el usuario.
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Figura 5.1: Estrategia de control basado en observador para el cuadrirrotor.
La función del Lazo 1 de control es proporcionar trayectorias de referencia para los ángulos
φ y θ, además, garantizar el control de seguimiento de trayectorias para los ejes x y y . Por otro
lado, el Lazo 2 de control contiene las dinámicas de altitud y de orientación del cuadrirrotor. Esta
estrategia toma bases en la estrategia propuesta en la sección 3.1. Sin embargo, la estrategia de
control requiere de un conocimiento exacto de los estados del sistema, además, en aplicaciones
practicas es claro que no todas las mediciones del estado se encuentran disponibles. Por lo tanto,
se requiere de un observador de estados capaz de reconstruir los estados no disponibles, en par-
ticular, las velocidades lineales y angulares del cuadrirrotor, aun en presencia de perturbaciones e
incertidumbres paramétricas.
Entonces, con base en los estudios del capitulo 3 y 4, el Lazo 1 contiene las dinámicas de los mo-








Las trayectorias de referencia para φ y θ son definidas a partir de (5.1) como












Además, si los controles para de alabeo y cabeceo garantizan que la convergencia de los estados
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del sistema φ y θ hacia las trayectorias de referencia φr e f y θr e f respectivamente, resulta
ẍ =Ux +δX , ÿ =UY +δY (5.1.2)





− g +δz ,
φ̈=UφI−1xx − (I zz − I y y)
˙̂θ ˙̂ψI−1xx +δφ,
θ̈ =UθI−1y y − (I xx − I zz)
˙̂φ ˙̂ψI−1y y +δθ,
ψ̈=UψI−1zz − (I y y − I xx)
˙̂φ ˙̂θI−1zz +δψ.
(5.1.3)
Implementando un observador super twisting (STO), es posible estimar el estado desconocido del
sistema en tiempo finito aun en presencia de perturbaciones e incertidumbres paramétricas. Sin
embargo, se ha demostrado que la implementación de un controlador super twisting basado en
un STO no garantiza la condición del modo deslizante segundo orden, i.e s = ṡ = 0 [26]. Esto se
debe a los términos discontinuos que aparecen en el control, lo cual produce un incremento en el
chattering. Con el objetivo de superar este inconveniente, se ha propuesto la implementación del
control super twisting basado en observador por modos deslizantes de alto orden (HOSMO)
˙̂x1 = x̂2 +K1|ê1|
2
3 si g n(ê1)
˙̂x2 = x̂3 +K2|ê1|
1
3 si g n(ê1)+ f (x̂)+ g (x̂)u
˙̂x3 = K3si g n(ê1)
(5.1.4)
cuya estabilidad y convergencia fue demostrado en el Capitulo 4. Una vez establecida la estruc-
tura de la estrategia de control, el contenido de los lazos 1 y 2 de control y el observador que será
implementado, el diseño de un controlador basado en la información del estado estimado dado
por el observador por modos deslizantes de alto orden (HOSMO) será sintetizado en las siguientes
secciones. En términos generales, el estudio del STC y el ASTC es similar, siendo la única diferencia
la dependencia del tiempo de la ganancia L en el controlador adaptativo. Por lo tanto, se realizara
un estudio general para ambos controladores super twisting. En relación al controlador backstep-
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ping, con la finalidad de garantizar robustez y mejorar la presición, este controlador se basara en la
información reconstruida por el HOSMO. Además, el diseño de este esquema control-observador
será sintetizado en la sección 5.3 con el propósito de garantizar el seguimiento en presencia de
perturbaciones e incertidumbre.
5.2. Control super twisting basado en observador por modos des-
lizantes de alto orden
Se considera la clase de sistema no lineal con incertidumbre descrito a continuación
ẋ1 = x2
ẋ2 = f (x)+ g (x)u +δ
y =C X = x1
(5.2.1)
donde X = (x1, x2)T ∈ℜ2 u∈ℜ es la entrada de control, y ∈ℜ es la salida del sistema. C = [1 0] es la
matriz de salida, f (x), g (x) ∈ℜ son términos nominales no lineales del sistema, y δ corresponde a
las perturbaciones externas e incertidumbres paramétricas.
Ahora, con el objetivo de diseñar un controlador para el sistema (5.2.1), definimos los errores de
seguimiento como
e1 = x1 −xd1 , e2 = x2 − ẋ
d
1 (5.2.2)
donde las dinámicas del error de seguimiento están dadas como
ė1 = e2
ė2 = f (x)+ g (x)u − ẍd1 +δ
(5.2.3)
Bajo estas condiciones, definimos una nueva variable deslizante
ŝ = ẽ2 + ce1 (5.2.4)
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donde ẽ2 = x̂2 − ẋd1 . Ya que e2 = x2 − ẋ
d
1 = ê2 + ẽ2, por lo tanto
ŝ = ce1 +e2 − ê2
= ce1 + ė1 − ê2
(5.2.5)
lo cual resulta que ė1 = ŝ − ce1 + ê2. Entonces, las dinámicas de la nueva variable deslizante son
expresadas a través de la siguiente forma
˙̂s1 = ˙̃e2 + cė1
= ˙̂x2 − ẍd1 + c(ê2 + ẽ2)




Entonces, de las dinámicas de ˙̂x2, obtenemos
˙̂s = cê2 + cẽ2 − ẍd1 + f (x̂)+ g (x̂)u +K2|ê1|
1
3 si g n(ê1)+K3
∫t
0
si g n(ê1)dτ (5.2.7)









3 si g n(ê1)−K3
∫t
0
si g n(ê1)dτ+ v
]
(5.2.8)
y sustituyendo (5.2.8) en (5.2.7), resulta que las dinámicas de la variable deslizante en lazo cerrado
están dadas por
˙̂s = cê2 −2LST |ŝ|
1





si g n(ŝ)dτ (5.2.9)
donde LST = L para el STC y LST = L(t ) para el ASTC. Ya que K2 = 2Lo2, K3 = ( 23 )
2Lo3, El controla-
dor (5.2.8) solamente depende de las ganancias LST y Lo, lo cual simplifica su sintonización.
El sistema (5.2.1) en lazo cerrado se representa en coordenadas de x1 y ŝ de la siguiente forma
ẋ1 = ŝ − ce1 + ê2 + ẋd1
˙̂s = ce2 −2LST |ŝ|
1
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con los errores de estimación
˙̂e1 =−K1|ê1|
2
3 si g n(ê1)+ ê2
˙̂e2 =−K2|ê1|
1
3 si g n(ê1)+ ê3 + f̃ (x, x̂)+ g̃ (x, x̂)u
˙̂e3 =−K3si g n(ê1 + δ̇)
(5.2.11)
Una vez que el error de estimación ˙̂e = (ê1, ê2, ê3)T converge a cero en tiempo finito, el sistema
completo en lazo cerrado es dado de la siguiente manera
ẋ1 = ŝ − ce1 + ẋd1
˙̂s =−2LST |ŝ|
1






donde las 2 ecuaciones inferiores de la ec. (5.5.12) son un algoritmo super twisting. Ahora, selec-
cionando LST > 0 suficientemente grande, o en el caso adaptativo la ley LST = L(t ) será proporcio-
nada por una ley de adaptación, entonces, las trayectorias del sistema (5.2.1) convergerán hacia la
superficie deslizante en tiempo finito, satisfaciendo la condición ŝ = ˙̂s = 0, y el modo deslizante de
segundo orden es alcanzado. Esto implica que el sistema en lazo cerrado es dado por
ẋ1 =−c(x1 −xd1 )+ ẋ
d
1




En consecuencia, los estados x1 y x2 convergen a la referencia asintóticamente, seleccionando
c > 0.
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5.3. Control backstepping basado en observador por modos des-
lizantes de alto orden
Se considera el siguiente sistema no lineal con incertidumbre
ẋ1 = x2
ẋ2 = f (x)+ g (x)u +δ
y =C X = x1
(5.3.1)
donde X = (x1, x2)T ∈ℜ2 u∈ℜ es la entrada de control, y ∈ℜ es la salida del sistema. C = [1 0] es la
matriz de salida, f (x), g (x) ∈ℜ son términos nominales no lineales del sistema, y δ corresponde a
las perturbaciones externas e incertidumbres paramétricas.
Ahora, definiendo los errores de seguimiento, tenemos
e1 = x1 −xd1 , e2 = x2 − ẋ
d
1 (5.3.2)
donde xd1 es el valor deseado para x1, y es por lo menos dos veces diferenciable. Ahora, derivando
los errores de seguimiento con respecto al tiempo se obtienen las siguientes dinámicas
ė1 = e2 ė2 = ẋ2 − ẍd1 (5.3.3)
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Sin embargo, la medición del estado x2 no esta disponible. Entonces, redefinimos e2 de la siguiente
forma
e2 = x2 − ẋd1 = ẽ2 + ê2 (5.3.6)
donde ê2 = x2 − x̂2 corresponde al error de estimación, ẽ2 = x̂2 − x̂2 − ẋd1 el error de seguimiento
entre el estimado y la referencia. Recordando que el error de estimación converge en tiempo finito
a cero, por lo tanto los estado estimados convergen a los estados del sistema, sustituimos x̂2 por
x2 en (5.3.5), obtenemos
V̇1 = e1ẽ2
= e1(x̂2 − ẋd1 )
(5.3.7)





Además, su derivada co respecto al tiempo a través de las soluciones de (5.3.2) y (5.3.6) resulta
V̇2 = e1ẽ2 + ẽ2 ˙̃e2
= ẽ2
(
e1 + f (x̂)+ g (x̂)u +K2|ê1|
1
3 si g n(ê1)+ x̂3 − ẍd1
)
(5.3.9)





ẍd1 − f (x̂)−K2|ê1|
1
3 si g n(ê1)+ x̂3 − (k1k2 +1)e1 − (k1 +k2)ẽ2
]
(5.3.10)
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Sustituyendo (5.3.10) en (5.3.9)
V̇2 =ẽ2
[





ẍd1 − f (x̂)−K2|ê1|
1









e1 + f (x̂)+ ẍd1 − f (x̂)−K2|ê1|
1
3 si g n(ê1)+ x̂3 − (k1k2 +1)e1 − (k1 +k2)ẽ2
+K2|ê1|
1
3 si g n(ê1)+ x̂3 − ẍd1
]





donde k1,k2 > 0 son las ganancias del controlador. Entonces la función (5.3.11) es una función
definida negativa. De acuerdo a la teoría de Lyapunov , el sistema es asintóticamente estable. Ade-
más, cuando e1 = 0 y ẽ2 = 0 el sistema es globalmente exponencialmente estable, y por lo tanto




En esta sección se ilustran los resultados obtenidos de la simulación numérica de los esquemas
de control estudiados y aplicados al modelo del cuadrirrotor en este capitulo con la finalidad de
verificar el desempeño de la metodologías estudiadas. Los parámetros para el modelo matemático
del cuadrirrotor considerados en la simulación son los siguientes:
Parámetro Valor Unidad
M asa (m) 1.1 kg
Gr aved ad (g ) 9.81 m/s2
Iner ci a en el e j e X (Ixx) 1.22 N · s2/r ad
Iner ci a en el e j e Y (Iy y ) 1.22 N · s2/r ad
Iner ci a en el e j e Z (Izz) 2.2 N · s2/r ad
Tabla 5.1: Parámetros nominales del cuadrirrotor.
Adamas, se establecen las siguientes condiciones iniciales para el modelo matemático del cua-
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drirrotor y el observador por modos deslizantes de alto orden:
[X (0), Y (0), Z (0), φ(0), θ(0), ψ(0)] = [1, 2, 0, 0.5, 0.5, 1]
[X̂ (0), Ŷ (0), Ẑ (0), φ̂(0), θ̂(0), ψ̂(0)] = [0, 0, 0, 0, 0, 0]
(5.4.1)
La Tabla 5.2 contiene ganancias y parámetros empleados en la simulación numérica para la sinto-
nización de los controladores y observadores de estado.
STC ASTC Backstepping HOSMO
c L c k L∗ k1 k2 Lo
Control Longitudinal, x 3 1.5 3 0.03 0.005 4 2 1.5
Control Latitudinal, y 3 1.5 3 0.02 0.005 4 2.2 1.5
Control de Altitud, z 5 2.5 5 0.04 0.008 4 3 2
Control de Alabeo, φ 3 2 3 0.075 0.008 6 3 2
Control de Cabeceo, θ 3 2 3 0.09 0.008 8 5 2
Control de Guiñada, ψ 2 1.5 1.4 0.25 0.005 2.5 1.5 2
Tabla 5.2: Ganancias y parámetros para la sintonización de esquemas control-observador.
Además, para dar validez a los resultados, se diseña una trayectoria ascendente y circular, con
cambios en las referencia de los ejes x y y . Por otro lado, se introduce un cambio en la masa del
cuadrirrotor simulando que ha recogido un paquete de 1.1 kg , i.e. de 1.1 kg a 2.2 kg después de
10 s con la finalidad de evaluar la capacidad de mantener la estabilidad de vuelo ante un cambio
en la masa. El ángulo de guiñada deseado es estabilizado, mientras que los ángulos de alabeo y
cabeceo deseados son definidos por los controles virtuales UX y UY . Con el objetivo de evaluar la
robustez de los esquemas estudiados en este capitulo, se introducen las siguientes perturbacio-
nes(ver Apendice A) e incertidumbres aditivas al modelo nominal del cuadrirrotor:
δX = si n(t )+Ws δY = cos(t )+Ws δZ = 0.5cos(t )t an(0.2t )+∆m
δφ = τdφ δθ = τdθ δψ = 0.5cos(t )si n(0.5t )+τdψ
Finalmente, con el propósito de evaluar la optimidad de los esquemas estudiados, se emplean
indices de desempeño del error de seguimiento de cada grado de libertad de la aeronave, y de las
entradas de control (Ver Apéndice C).
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Figura 5.2: Seguimiento de trayectorias del cuadrirrotor. Arriba Izquierda: Trayectoria completa
en el plano X Y Z . Abajo Izquierda: Trayectorias en el plano X Y al cambiar la referencia. Abajo
derecha: Trayectoria del cuadrirrotor en el plano X Y .
La Figura 5.2 ilustra la trayectoria de referencia diseñada para el cuadrirrotor en el plano X Y Z .
Dicha trayectoria de referencia considera una entrada rampa que comienza a partir de una al-
titud de 1 m en el eje Z , mientras que en el eje X y Y se introducen señales 2cos(t ) y 2si n(t ),
respectivamente. La Figura 5.3 muestra el seguimiento de trayectorias de translación individuales
desempeñado por cada uno de los controles estudiados en este capitulo. El cambio de masa se
agrega a las dinámicas de altitud a partir de 10 s, variando la masa nominal de 1.1 kg a 2.2 kg .
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Figura 5.3: Seguimiento de trayectorias de translación del cuadrirrotor.
Es posible observar como se pierde el seguimiento de la trayectoria de altitud. Con respecto
al seguimiento en los ejes X y Y , la amplitud de la señal de referencia es reducida a la mitad en
ambos casos. La Figura 5.4 muestra el seguimiento de las trayectorias de orientación o ángulos
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Figura 5.4: Seguimiento de trayectorias de orientación del cuadrirrotor
de Euler descritos por el cuadrirrotor. Observe que en la Figura 5.4 no se ilustra la trayectoria de
referencia de los ángulos de Euler deseados φr e f y θr e f . Esto es debido a que la señal de control UZ
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que entra al Lazo 1 de control de la estrategia propuesta, que es necesaria para generar los ángulos
deseados, difiere durante los transitorios para cada ley de control, cada vez que se produce un
cambio en la referencia o cuando se genera el cambio en la masa de la aeronave (ver Figura 5.5).
La Figura 5.5 ilustra la respuesta en el tiempo de las entradas de control nominales o reales del
cuadrirrotor. En los controles de orientación, se aprecia más claramente la reducción de chattering
del esquema de control ASTC+HOSMO. Es posible observar que el cambio en la masa se afecta
directamente en la acción de control, sufriendo un incremento en la amplitud de la entrada de

















































Figura 5.5: Respuesta de las entradas de control.
control. Nótese que el cambio en la masa del cuadrirrotor provoca un acrecentamiento en
la ganancia LZ del controlador ASTC para recuperar la trayectoria de forma efectiva (ver Figura
5.6). La Figura 5.6 ilustra el comportamiento dinámico de la ganancia adaptable del ASTC basado
en el HOSMO. Es posible apreciar que el esquema backsteppig+HOSMO presenta un error en
estado estable mayor que los esquemas por modos deslizantes. Cuando el cambio en la masa es
introducido, se observa que la acción de control más eficiente fue la del esquema ASTC+HOSMO,
el cual recupera la trayectoria deseada de forma satisfactoria.
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Figura 5.6: Ganancias adaptativas del esquema ASTC+HOSMO
Los errores de seguimiento desempeñados por cada esquema controlador-observador son
mostrados en la Figura 5.7. Es posible apreciar que el esquema backsteppig+HOSMO presenta
un error en estado estable mayor que los esquemas por modos deslizantes. Cuando el cambio
en la masa es introducido, se observa que la acción de control más eficiente fue la del esquema
ASTC+HOSMO, el cual recupera efectivamente la trayectoria de referencia.































Figura 5.7: Error de seguimiento x y z
Por otro lado, los esquemas STC+HOSMO y backstepping+HOSMO alcanzan un error aproxi-
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mado de −2 m antes de ejercer una acción para recuperar la referencia. Además, estos esquemas
presentan un sobreimpulso, resaltando la eficacia del método propuesto.
La Figura 5.8 ilustra el error de seguimiento de los movimientos de orientación, donde se aprecia
que eφ y eθ han sido reducidos de forma más eficaz por los esquemas ASTC+HOSMO y backstepping+HOSMO
Por otro lado, se observa que el esquema backstepping+HOSMO se ve mayormente afectado por
perturbaciones cuando se requiere estabilizar el angulo de guiñada.



















































Figura 5.8: Error de seguimiento de los ángulos de orientacion φ,θ,ψ
La Tabla 5.3 muestra los resultados comparativos de los indices de desempeño calculados ba-
sados en el error de seguimiento. Los valores numéricos indicados en negritas son los resultados








ASTC+ HOSMO 27.31 21.51 43.8 104.4
Basktepping+HOSMO 29.52 25.28 147.6 198.1
STC+HOSMO 27.1 24.15 110.2 180
Tabla 5.3: Evaluación de los indices de desempeño del error de seguimiento.
Por otro lado, la Tabla 5.4 evalúa los individualmente el desempeñ de cada controlador, indi-
cando en negritas al valor numérico que mejor optimiza el consumo de energía.
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ASTC+HOSMO BStepping+HOSMO STC+HOSMO
Control
J u2 |u| J u2 |u| J u2 |u|
Altitud, Z 1.66e4 1.66e4 625.6 1.75e4 1.735e4 636 1.71e4 1.7e4 631.3
Alabeo, φ 123.1 119.2 33.5 161.1 159 46.86 183.7 182.1 58.13
Cabeceo, θ 135.6 130.6 29.6 189.4 187.8 88.62 240.6 237.4 60.74
Guiñada, ψ 152.1 145.4 25.5 198 193.1 39.29 187.2 182.4 39.8
Tabla 5.4: Evaluacion de los indices de desempeño del controlador.
Los resultados presentados en La Tabla 5.3 indican que el ASTC+HOSMO supera a las meto-
dologías backstepping+HOSMO y STC+HOSMO en el seguimiento de trayectorias, exceptuando
el IEC. Con respecto las leyes de control evaluadas en la Tabla 5.4, se puede observar que el ASTC
basado en observador HOSM requiere menor consumo de energía para alcanzar los objetivos de
control , donde J es la medida de desempeño modificada [50], el cual nos indica que se alcanza la
referencia mientras se conserva la energía.
5.5. Conclusiones
En este capitulo, se presentó un estudio comparativo de tres técnicas de control basadas en
un observador por modos deslizantes de alto orden. Además, se propuso una estrategia de control
para alcanzar los objetivos.
Se presentaron resultados comparativos de forma gráfica donde se mostró el seguimiento
de trayectorias de los controladores y el comportamiento de las entradas de control del cua-
drirrotor.
Se presentaron resultados de la evaluación de los indices de desempeño para el error de se-
guimiento y esfuerzo del controlador, donde se aprecian mejores resultados para el esque-
ma adaptable, debido a la robustez brindada ante cambios repentinos en los parametros del
sistema y perturbaciones externas.
El esquema ASTC+HOSMO brinda una reducción en el chattering, siendo notable mayor-
mente en la reducción de la frecuencia de estas oscilaciones.
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La metodología de sintonización redujo la cantidad de ganancias a sintonizar, facilitando la
implementación del controlador y del observador.
Conclusiones
En la presente tesis, se estudió el problema de seguimiento de trayectorias del cuadrirrotor
bajo la acción de perturbaciones externas e incertidumbres paramétricas. Para hacer frente a es-
te problema, se diseño una esquema de control no lineal adaptable basada en la técnica super
twisting. Adicionalmente, se implemento un observador por modos deslizantes de alto orden pa-
ra estimar las mediciones de los estados del cuadrirrotor no disponibles.
Debido a que el cuadrirrotor es un sistema dinámico no lineal y subactuado, el cual consiste de
6 grados de libertad y 4 entradas de control se propuso una estrategia capaz de controlar todas las
variables de estado. Dicha estrategia de control consiste en dos lazos de control interconectados
entre sí, donde el Lazo 1 entrega los ángulos de referencia de alabeo y cabeceo deseados al Lazo 2
de control. Un observador de estados retroalimenta los lazos de control con la estimación de los
estados desconocidos para alcanzar el objetivo de control. Los tres esquemas control-observador
se basan en la estrategia propuesta.
Además, se introdujo una metodología de sintonización de ganancias del observador de alto
orden por modos deslizantes combinada con la ganancia adaptable del controlador super twis-
ting. El análisis de estabilidad se basa en el enfoque de Lyapunov, donde se proporcionan condi-
ciones de suficiencia para garantizar la convergencia a cero en tiempo finito de la variable desli-
zante y sus dinámicas.
Finalmente, los esquemas de control fueron implementados en Matlab/Simulink en presen-
cia de perturbaciones externas, donde se evaluó el desempeõ bajo diferentes criterios. Se observó
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una mejora significativa en la reducción de chattering, rechazo a perturbaciones y reducción de
ruido blanco para el esquema ASTC+HOSMO. Los indices de desempeño IEA, ITEC e ITVAE de-
mostraron que el esquema ASTC+HOSMO brinda un mejor desempeño y una mayor precisión en
el seguimiento de trayectorias. Estos resultados se deben a la robustez del controlador y su con-
vergencia en tiempo finito. Además, se evaluaron individualmente los indices de desempeño de
las entradas de control, donde el esquema ASTC+HOSMO alcanza el objetivo de control conser-
vando la energía.
Por lo tanto, se concluye que el método de interés alcanza el objetivo de control, garantizando
un optimo seguimiento y la robustez, y satisface los objetivos establecidos. Además, la presente
metodología puede ser extendida a otros sistemas dinámicos que cumplan con la forma feedback
linealizable.
Trabajo futuro
Para la posterioridad del presente trabajo, los siguientes puntos son sugeridos como trabajo de
investigación:
Implementación del esquema ASTC+HOSMO en una plataforma de prueba.
Realizar una estimación de parámetros por medio de un observador de estados adaptativo,
para reducir la perdida de trayectorias cuando existen cambios en los parámetros del siste-
ma.
Validación de resultados comparativos/experimental entre el ASTC+HOSMO y el ASTC ba-
sado en un observador de estados adaptativo.
Diseño de trayectorias de mayor complejidad para el cuadrirrotor.
Extender la metodología ASTC+HOSMO a otros sistemas dinámicos no lineales.
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Apéndice A
Perturbaciones
Una perturbación es una señal que afecta de forma negativa el comportamiento de la señal de
salida del sistema. Si una perturbación se produce dentro del sistema se denomina interna. Por
otro lado, si la perturbación se origina fuera del sistema y es una entrada, se denomina perturba-
ción externa [46].
Existen diversos efectos adversos que afectan la estabilidad del vehículo durante el vuelo tales co-
mo el peso y centrado, datum, brazo, momento de inercia, limites de centro de gravedad, pares
giroscópicos, fuerzas de arrastre, ráfagas de viento, en esta sección solo se abordaran las perturba-
ciones empleadas para la simulación de los esquemas control observador en el Capítulo 5.
Ráfagas de viento (Ws) Las ráfagas de viento son perturbaciones externas habituales, que afec-
tan la estabilidad de los VANT. Para describir las características de los cambios repentinos
del viento se emplea, se considerara un modelo de la velocidad del viento en el cual se mul-
tiplica la velocidad de una fluctuación aleatoria derivada de una seãl de ruido blanco en
Matlab/Simulink (Ver Figura A.1) [47]
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Figura A.1: Modelo de la velocidad del viento en Matlab/Simulink
Una vez descrito el modelo de la velocidad de viento, es posible describir el modelo de ráfa-
gas de viento empleando la siguiente aproximación [1]
Ws =V0 [1+ksi n(w t )] (A.0.1)
Cuya representación en Matlab/Simulink es la siguiente
Figura A.2: Modelo de la velocidad del viento en Matlab/Simulink
Donde V0 denota la velocidad del viento (correspondiendo a Wind en la fig. A.1 y A.2), k es
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una ganancia que multiplica la amplitud de las oscilaciones ksi n(w t ) de la ráfaga de viento.
Los valores de los parámetros son ajustados heurísticamente con la finalidad de obtener un
Figura A.3: Ráfaga de viento. Izquierda: Representación en simulink del modelo de ráfagas de vien-
to [1]. Respuesta en el tiempo del modelo (A.0.1)
Figura A.4
Par de arrastre (τa ) El par de arrastre se produce como consecuencia de las fuerzas de arrastre, y
tiende a afectar las dinámicas rotacionales del cuadrirrotor [5, 48]. El par de arrastre puede
ser expresado como
τai = Kωdi ag (ω)ω (A.0.2)




es la matriz de arrastre rotacional. La Figura A.5 ilustra la res-
puesta del par de arrastre













Figura A.5: Par de arrastre
La gráfica describe un decremento monotónico del par de arrastre cuando la velocidad se
incrementa en sentido contrario a partir de una baja velocidad. Por otro lado, es posible ob-
servar que cuando la velocidad alcanza cierto valor, el par de arrastre comienza a disminuir.
Variaciones en la masa del VANT (∆m) De forma natural, la masa del sistema dinámico del cua-
drirrotor cambia cuando el vehículo recoge diferentes objetos. Estos cambios han sido con-
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siderados para evaluar los controladores propuestos con la finalidad de garantizar un de-
sempeñ optimo. Estas variaciones en la masa se ven directamente reflejados en el esfuerzo
de control por recuperar la trayectoria deseada y preservar la estabilidad.
Apéndice B
Fronteras de L(t )
Supóngase que la ganancia adaptable L(t ) se incrementa, y Vξ se hace mas grande que µ
∗, es
decir ξ ∉Ω∗. Entonces, V̇ξ,L ≤−ψV
1
2
ξ,L −M |L(t )−L
∗| < 0. Se sabe que existe un tiempo finito tal que
las dinámicas de ξ se revierten, es decir L̇ = 0 y en el limite de la estabilidad V̇ξ,L = 0. A continua-
ción, se calculara la cota máxima de la ganancia L+ determinando el dominio mas grande de Ω∗
en presencia de perturbaciones externas acotadas. Dadas las dinámicas deL en (3.6.23) cuando














Por otro lado, el estado se ve afectado por una perturbación externa acotada. Entonces, existe una
constante C > 0 tal que
|ξ1| ≤C (B.0.2)
entonces, de las ecuaciones (B.0.1) y (B.0.2), el valor máximo de L(t ), denotado por L+, esta dado
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de tal modo que la ganancia adaptable es acotada como
0 < L∗ < L(t ) ≤ L+
Con el objetivo de determinar el dominio mas grande de Υ+, se puede considerar que V̇ξ,L ≤ 0
dentro de Υ+. Cuando L(t ) se incrementa hasta alcanzar L∗, L̇ tiende a cero. Entonces, la ganancia
adaptable es revertida, reduciéndose en magnitud. Entonces, cuando L = L+, de la ec. (3.6.21) con








|ξ1| ≤ 0 (B.0.4)













el cual es un conjunto compacto. Tomando en cuenta la Definición 1, la ley de adaptación propor-
ciona la convergencia del sistema hacia un modo deslizante real de segundo orden. La trayectoria
del sistema alcanza el dominio de Υ∗ y permanece dentro del dominio, abandonándolo debido
a la acción de la pequeña ganancia en contra de la perturbación y entrando a Υ+. Entonces, los
estados ξ vuelven hacia el dominio Υ∗ tan pronto como la ganancia adaptable compense el efecto
de la perturbación. Ademas, el "tamaño"del modo deslizante real de segundo orden puede deter-
minarse tan rápido como el estado alcance el dominio Υ∗, y de (3.6.10)
ξ1 = |z1|
1
2 si g n(z1) = |s|
1
2 si g n(s) ≤µ1 (B.0.6)
de (B.0.6), y tomando el valor absoluto de s, resulta
|s| = |ξ1|2 <C 2
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Ahora, expresando las dinámicas de la variable deslizante ṡ en términos de ξ1,ξ2, resulta
|ṡ| ≤ |2L(t )ξ1|+ |L(t )ξ2|+δ




2 si g n(s)dτ. Tomando el valor absoluto de ṡ, obtenemos
|ṡ| ≤ |2L(t )ξ1|+ |L(t )ξ2|+δ (B.0.7)
donde |2L(t )ξ1| < 2L+C y |L(t )ξ2| ≤ (L
+)2




|L(t )−L∗|+ L(t )2 |ξ1|
(L(t )−L∗)− 2
L(t ) (ξ




+ L(t )|L(t )−L∗ |ξ1|
1− (ξ
T S∞BB T ξ)
|L(t )−L∗|
(B.0.8)
Si consideramos que el termino (ξ
T S∞BB
T ξ)
|L(t )−L∗| pequeño, y considerando que L < L






















Tan pronto como el estado del sistema alcance el dominio Υ∗ en el tiempo T1 > t1, el tamaño del
modo deslizante real de segundo orden puede estar de acuerdo con




lo cual determina la precisión practica para el algoritmo (3.6.14)
Apéndice C
Indices de desempeño
Los errores y el tiempo en que ocurre el error son factores importantes que a menudo deben ser
considerados simultáneamente. Un indice de desempeño es una medición única del desempeño
de un sistema que enfatiza aquellas respuestas que son consideradas importantes. El conocimien-
to de un indice de desempeño es un factor importante para el diseño de controladores. En la teoría
de control optimo, el principal problema es encontrar un control u∗ ∈ U el cual garantice que el
sistema [49, 50]
ẋ = f (x, t )+ g (x, t )u(t ) (C.0.1)
siga una trayectoria x∗ ∈ X , que minimiza el indice de desempeño
J = h(x(t f ), t f )+
∫t f
t0
g (x(t ),u(t ))d t (C.0.2)
Cada indice de desempeño evalúa parámetros del controlador con la finalidad de optimizar la
respuesta del sistema en lazo cerrado con el controlador. A continuación se introducen algunos
indices de desempeño comunes en la literatura:
Integral del Error Cuadratico (IEC) Este indice de desempeño es utilizado mayormente para in-




e2(t )d t (C.0.3)
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donde e(t ) = x1 − xd1 denota el error de seguimiento. El IEC minimiza principalmente las
errores de magnitud elevada. Sin embargo, los sistemas optimizados con este indice presen-
tan oscilaciones de baja amplitud debido a que la presencia de pequeñas desviaciones del
estado con respecto a la referencia no brindan peso al criterio de desempeño [5, 51].




|e(t )|d t (C.0.4)
donde e(t ) = x1 − xd1 denota el error de seguimiento. El objetivo del IVAE es minimizar des-
viaciones, del estado con respecto al valor de referencia, en ambas direcciones. Este indice
es menos conservativo que el IEC y tiene una relación mas estrecha a la conservación de
energia [51].
Integral del Tiempo por el Valor Absoluto del Error (ITVAE) El ITVAE es un indice de desempe-
ño muy conservativo que penaliza desviaciones grandes, así como la duración de las oscila-
ciones. Este es expresado por
∫t f
t0
t |e(t )|d t (C.0.5)
donde e(t ) = x1−xd1 denota el error de seguimiento. Este agrega peso mayormente a errores
grandes que ocurren después de cierto tiempo, mientras que resta énfasis en errores durante
las condiciones iniciales [5, 51].
Integral del Tiempo por el Error Cuadratico (ITEC) Este indice esta dado por la siguiente expre-
sión




donde e(t ) = x1 − xd1 denota el error de seguimiento. Este indice penaliza el tiempo durante
el cual se mantienen las desviaciones con respecto al valor de referencia [5].
Medidada de Desempeño Modificada (MPM) Con la finalidad de conservar la energia de control,
garantizando el seguimiento de trayectorias [50], se emplea el siguiente indice de desempe-






||e(t )||2 +||u(t )||2
]
d t (C.0.7)
donde e(t ) = x1 −xd1 denota el error de seguimiento, u(t ) es la entrada de control.




u2(t )d t (C.0.8)
donde u(t ) denota la entrada de control. Este criterio minimiza la cantidad de energia disi-
pada por el controlador para garantizar la convergencia al valor deseado y mantener el error
en cero [50].




|u(t )|d t (C.0.9)
donde u(t ) denota la entrada de control. El propósito de este criterio de desempeño es re-
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1.- ¿Considera que el aporte científico/tecnológico de la tesis tiene el nivel de 
maestría/doctorado? 
 
       ☒  SI                ☐ NO 
Comentarios (Agregar un mínimo de 200 caracteres) 
El trabajo proporciona el aporte científico correspondiente al nivel maestría, el cual incluye el estudio de 
técnicas de control aplicadas a vehículos aéreos no tripulados. Se estudiaron y comprobaron metodologías 
de control no lineal por modos deslizantes de alto orden y backstepping basados en observadores de estado 
no lineales por modos deslizantes. Estas metodologías fueron evaluadas mediante simulación numérica, 









2.- De acuerdo con la información confidencial que pudiese contener la tesis ¿Considera que puede ser 
publicada en líneas en el portal de la UANL? 
 
       ☒  SI                ☐ NO 
Comentarios (agregar un mínimo de 200 caracteres) 
El documento no contiene información confidencial. Se  ha evaluado a detalle este documento, y ha sido 
comprobado que no existe información reservada o de propiedad intelectual industrial, y únicamente 
contiene información en general de estudios de control no lineal aplicado a navegación autónoma de 
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3.- ¿La redacción de la tesis es clara y contiene todos los elementos según la metodología científica? 
   
       ☒  SI                ☐ NO 
Comentarios (Agregar un mínimo de 200 caracteres) 
La tesis se encuentra redactada de forma clara y  realizada de acuerdo a la metodología científica 
establecida. Esta incluye objetivos e hipótesis, pruebas experimentales y conclusiones, obtenidos a partir de 
un experimento en simulación numérica. Además, se propusieron estudios a futuro para retomar la presente 





4.- ¿Hay impacto de la tesis en algún sector de la comunidad? 
 
       ☒  SI                ☐ NO 
Comentarios (Agregar un mínimo de 200 caracteres) 
La tesis presenta avances teóricos y tecnológicos, orientados al control de vehículos autónomos 
cuadrirrotores, donde realizan estudios que permiten mejorar desempeño del cuadrirrotor durante el vuelo, 
realizando el seguimiento de trayectorias y siendo evaluado por medio de simulación numérica que 








5.- ¿Hay congruencia entre los resultados obtenidos y objetivos propuestos? 
  ☒  SI                ☐ NO 
 
Comentarios (Agregar un mínimo de 200 caracteres) 
Los resultados del documento tienen congruencia con los objetivos propuestos. Se estudian y desarrollan 
las estrategias de control propuestas, y se evalúa de forma comparativa el desempeño del cuadrirrotor 
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6.- El trabajo escrito ¿posee las características formales de una memoria de tesis 
       ☒  SI                ☐ NO 
Comentarios (Agregar un mínimo de 200 caracteres) 
El trabajo de investigación  satisface las características deseadas de una memoria de tesis, siendo redactada 
en el formato científico-académico. Se incluye  portada/titulo, índice, resumen e introducción, desarrollo 
del tema y conclusiones. Además, se incluyeron todos los elementos del método científico, redactados en 
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DICTAMEN DE TESIS DE GRADO 
 
 
Resumir el aporte científico/tecnológico de la tesis, así como su impacto en el sector productivo de la 
sociedad.  Detallar los elementos de la metodología científica que usted encontró en el documento, así 
como la relación entre los resultados obtenidos y los objetivos propuestos.  Indicar si existe algún 
impedimento para que el documento sea publicado en el Portal de la UANL. Si la tesis no fue aprobada, 
debe justificar por qué.  Si hay correcciones, deberá indicarse cuáles son éstas.  
 
(Escribir un mínimo de 2000 caracteres) 
El presente trabajo aborda el problema de control de seguimiento de trayectorias del cuadrirrotor 
bajo la presencia de perturbaciones externas e incertidumbres paramétricas. Se propone el 
diseño de algoritmos de control y observación para el cuadrirrotor basándose en técnicas de control 
no lineal por Modos Deslizantes, ya que brinda ventajas como: robustez ante incertidumbres 
paramétricas, perturbaciones externas acotadas y dinámicas no modeladas; así como convergencia 
en tiempo finito y estabilidad asintótica. 
El cuadrirrotor es uno de los vehículos aéreos no tripulados(VANT) de pequeña escala mas 
populares en la actualidad. Este encuentra un propósito dentro de una amplia cantidad de aplicaciones 
tales como entretenimiento, fotografía, investigación, generación de mapas, entre otras. 
Por lo tanto, es necesario desarrollar algoritmos de control efectivos que garanticen el desempeño 
durante la ejecución de dichas tareas. 
Se propone la implementación de Controles por Modos Deslizantes Super Twisting Adaptativos 
basados en Observadores de Alto Orden porModos Deslizantes para una clase de sistemas no 
lineales. Utilizando las herramientas de la teoría de Lyapunov, se proporciona un análisis de estabilidad 
donde se brindan condiciones de suficiencia para garantizar la convergencia en tiempo 
finito del sistema en lazo cerrado con el esquema control-observador propuesto. 
Además, se introdujo una metodología de sintonización de ganancias del observador de alto 
orden por SM combinada con la ganancia adaptable del controlador super twisting. El análisis de 
estabilidad se basa en el enfoque de Lyapunov, donde se proporcionan condiciones de suficiencia 
para garantizar la convergencia a cero en tiempo finito de la variable deslizante y sus dinámicas. 
Finalmente, los esquemas de control fueron implementados en Matlab/Simulink en presencia 
de perturbaciones externas, donde se evaluó el desempeõ bajo diferentes criterios. Se observó 
una mejora significativa en la reducción de chattering, rechazo a perturbaciones y reducción de ruido 
blanco para el esquema ASTC+HOSMO. Los indices de desempeño IEA, ITEC e ITVAE demostraron 
que el esquema ASTC+HOSMO brinda un mejor desempeño y una mayor precisión en 
el seguimiento de trayectorias. Estos resultados se deben a la robustez del controlador y su convergencia 
en tiempo finito. Además, se evaluaron individualmente los indices de desempeño de 
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